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а основе статистического описания рассматривается движение релятивистских частиц без 
учета внешних сил. Представлена гидродинамическая форма уравнения Дирака. Получена 
лоренц-инвариантная форма нелокального кинетического уравнения Алексеева (обобщенного 
уравнения Больцмана), что открывает возможность построения обобщенной релятивистской 

квантовой гидродинамики. Статья может также рассматриваться как продолжение исследований, 
изложенных в известной монографии. (Boris V. Alexeev, Generalized Boltzmann Physical Kinetics. Elsevier. 2004). 
         On the basis of statistical description the movement of relativistic particles without external forces is 
considered. The hydrodynamic form of the Dirac equation is suggested. The Lorentz invariant form of the non-
local Alexeev equation (generalized Boltzmann equation) was obtained. These results lead to the possibility of 
construction of relativistic quantum hydrodynamics. This paper can also be considered as continuation of the 
known monograph (Boris V. Alexeev, Generalized Boltzmann Physical Kinetics. Elsevier. 2004). 
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1. Введение. Нелокальная физика и гидро-
динамическое описание в квантовой механике 

В работах [1–3] изложены принципы нело-
кальной физики, разработанные Б.В. Алексеевым, 
а также обобщенная квантовая механика, из 
которой следует квантовая механика Шредингера 
– Маделунга как глубокий частный случай. 
Последующее изложение предполагает, что чи-
тателю известны основные базовые принципы 
построения нерелятивистской квантовой меха-
ники в рамках нелокальной физики. Эти сведе-
ния можно найти также в учебных пособиях [4, 
5]. Мы начнем изложение с напоминания основ-
ных положений нелокальных принципов в тео-
рии диссипативных неравновесных статисти-
ческих систем.  

В физической кинетике рассматриваются 
процессы переноса в открытых диссипативных 
системах. Поэтому кинетическое статистичес-
кое описание неизбежно связано с диагнос-
тикой системы. Таким элементом диагностики 
при теоретическом описании в физической 
кинетике является понятие физически бесконеч-
но малого объема (ФМО). ФМО есть 
открытая термодинамическая система при 
любом разбиении макроскопической системы 
набором ФМО. Классическая трактовка ФМО, 
как термодинамической системы, в которой 
существует локальное термодинамическое равно-
весие (ЛТР), а значит и постоянная функция 
распределения (ФР) во всем ФМО, немедленно 
переводит описание в локальную теорию (в том 
числе в уравнение Больцмана) и является 
грубым приближением.  

Основой кинетической теории неравновес-
ных процессов является уравнение Больцмана. 
Уравнение Больцмана (УБ) есть локальное 

уравнение, справедливое на двух масштабах из 
минимально возможных трех масштабов. 
Именно, УБ справедливо на гидродинами-
ческом масштабе и средней длине пробега, но 
не работает на расстояниях порядка радиуса 
взаимодействия. Иначе говоря, УБ не содержит 
нелокального интеграла столкновений. Для раз-
реженного газа нелокальный интеграл столкно-
вений пропорционален среднему времени   
между столкновениями. Это есть строгое утверж-
дение, не связанное с возможными аппроксима-
циями, направленными на расцепление иерар-
хии Боголюбова-Борна-Грина-Кирквуда-Ивона 
(ББГКИ). Таким образом, в классическом УБ 
отсутствуют дополнительные однопорядковые 
члены, пропорциональные числу Кнудсена. 

Дополнительные члены нелокального про-
исхождения не могут быть опущены и в пре-
дельных (по числу Кнудсена) случаях теории, 
что автоматически превращает уравнение Больц-
мана из минимальной модели только лишь в 
правдоподобную модель. Типичный провал УБ 
– ситуация с теорией турбулентности. 

Основной задачей при выводе нелокального 
кинетического уравнения относительно одно-
частичной функции (ФР) распределения явля-
ется эффективная аппроксимация нелокального 

интеграла столкновений nlJ , основанная на 
методе многих масштабов в применении к 
иерархии Боголюбова. Как показала практика 
десятилетий, локальная аппроксимация нело-
кального интеграла столкновений, предложен-
ная Б.В. Алексеевым, 
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оказывается исключительно эффективной и 
приводит к обобщенному уравнению Больцмана 
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где BJ  – больцмановский локальный интеграл 
столкновений, а DtD /  – субстанциональная 
производная, которая в общепринятых обоз-
начениях имеет вид 
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К аппроксимации (1.1) приводят все из-
вестные методы вывода кинетического  
уравнения относительно одночастичной ФР, в 
том числе метод многих масштабов, метод кор-
реляционных функций, итерационный метод.  

Нарушение неравенств Белла для локальных 
статистических теорий означает, что переход к 
нелокальному описанию неизбежен. Это утверж-
дение трактуют в пользу квантовой механики, 
которая не является локальной теорией. Нело-
кальное описание является принципиально важ-
ным для любых неравновесных статистических 
систем, а не только для разреженного газа. 

Гидродинамическая форма уравнения Шре-
дингера была получена Маделунгом в 1927 го-
ду. Логика исследования Маделунга вполне 
очевидна. Волновую функцию   можно запи-

сать для нерелятивистской системы в виде  

 1 2 3, , ,x x x t   

   1 2 3, , ,
1 2 3, , , i x x x tx x x t e   

(1.4) 

Возникает естественный вопрос, каким 
именно уравнениям отвечают вещественная и 
мнимая части волновой функции (1.4). Оказы-
вается, эти уравнения могут быть представлены 
в гидродинамической форме в виде уравнения 
неразрывности и уравнения движения Эйлера. 
Современники Маделунга не видели каких-либо 
преимуществ в адекватном представлении урав-
нения Шредингера. Более того, существовало 
(неправильное) убеждение, что квантование не 
может быть введено в гидродинамику Маделунга. 
Результат Маделунга ушел на периферию 
теоретической физики и был, по существу, за-
быт. В семидесятых годах Б.В. Алексеевым бы-
ла вновь обнаружена гидродинамическая форма 
уравнения Шредингера (УШ). Однако это уже 
был принципиально новый этап развития кван-
товой гидродинамики. Прежде всего, следует 
указать, что сведение УШ к уравнениям кван-
товой гидродинамики (УКГ) не является одно-
значным. С другой стороны в семидесятых го-
дах прошлого века численные методы гидро-
динамики достигли высокой степени совер-
шенства и были с высокой степенью эффек-
тивности применены Б.В. Алексеевым и сотруд-
никами к квантовым расчетам (см., например, 

[6, 7]).  
Строго говоря, справедливы следующие 

утверждения (Madelung, Wigner, Carnovalli Jr, 
Franca, Алексеев):  

А) Уравнение Шредингера есть следствие 
бесстолкновительного уравнения Больцмана, 
если, следуя Вигнеру, ввести искусственную 
пространственную нелокальность в указанное 
уравнение Больцмана, а затем в окончательных 
результатах перейти к локальному пределу 
нелокального уравнения (Carnovalli, Franca, 
Алексеев). 

Б) Уравнение Шредингера без каких-либо 
дополнительных предположений сводится к 
уравнению неразрывности и уравнению Эйлера 
с дополнительным потенциалом Бома, который 
и отражает нелокальность теории (Madelung, 
Алексеев). 

В) Уравнение Шредингера есть глубокий 
частный случай обобщенных гидродинами-
ческих уравнений Алексеева, при этом пара-
метр нелокальности   удовлетворяет соотно-
шению неопределенности «время-энергия» . 

Установлено, что теория процессов 
переноса (включая квантовую механику) может 
быть представлена в рамках универсальной 
теории, основанной на нелокальном физичес-
ком описании. Показано, что уравнения нело-
кальной физики приводят к появлению соли-
тонов, что поддерживает мнение Шредингера, 
трактовавшего квантовую механику с позиции 
существования волн материи. Уравнение Шре-
дингера не является диссипативным уравне-
нием. Поэтому квантовая гидродинамика явля-
ется естественным инструментом для решения 
задач в теории диссипативных наносистем. 

Цель последующих исследований состоит в 
создании обобщенной релятивистской кванто-
вой гидродинамической теории. Как известно, 
использование аппарата релятивистской кван-
товой гидродинамики является неизбежным при 
обработке экспериментальных данных, полу-
ченных на коллайдерах.  

Далее, следуя [6–9], мы получим возмож-
ные гидродинамические формы релятивист-
ского квантового уравнения Дирака в отсутст-
вие электромагнитного поля. Последующий 
раздел работы посвящен выводу лоренц-
инвариантной форма нелокального кинетичес-
кого уравнения Алексеева (обобщенного урав-
нения Больцмана), что открывает возможность 
построения обобщенной релятивистской кван-
товой гидродинамики. 

 
2. Гидродинамическая форма реляти-

вистского квантового уравнения Дирака. 
Рассмотрим уравнение Дирака для кван-

товомеханической частицы без учета внешних 
сил, т. е. в отсутствие электромагнитного поля:  
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Трехмерный лапласиан определяется, как 
обычно 
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При отсутствии электромагнитного поля 
спин частицы неизменен, поэтому волновую 
функцию   можно записать в виде 

однокомпонентной скалярной величины (1.4). 
После дифференцирования по времени (1.4) 
получаем 
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В результате находим представление для первого члена левой части уравнения (2.2) 
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После дифференцирования функции (1.4) по 1x  получаем: 
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После аналогичных дифференцирований по остальным пространственным переменным, 
находим 
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Получаем представление для второго члена (2.2) 





  )

2
()( 222 










gradgradgrad 


icc .       (2.6) 

Подставляя (2.4), (2.6) в выражение (2.2), находим: 
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Разделяем вещественную и мнимую части. Вещественная часть: 
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Мнимая часть: 
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Умножим левую и правую части (2.9) на 2 : 
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Прямым дифференцированием может быть доказано тождество: 

                        gradgradgradgrad
r





2222 div  (2.11) 

 

Тогда (2.10) записывается как 

2

2
2

2

ttt 








 

– 

  grad
r

22 



 c =0.  

(2.12) 

Введем обозначение: 
2  . (2.13) 

Получим 

2

2

ttt 








    gradc 





r

2  

=0, 

(2.14)

или 

02 
























rr

 c
tt

. (2.15) 

В координатной форме (2.15) имеет вид 

0
1 3

1
2

























 

i ii xxttc

 . (2.16) 

Введем трехмерную скорость 












 
0m


r

v .   (2.17) 

Тогда 

  0
11

0



















 v
r


tmctc


.  (2.18) 

Определим формально четвертую компоненту 
скорости в пространстве Минковского как 

tmc
vt 






0

1 
. (2.19) 

Из (2.18), (2.19) получим 

    0
1









v
r

 tv
tc

. (2.20) 

Проверим размерность в (2.19): 

 
сек

см

секг

смг

см

сек

сек

сек

г

эрг

см

сек
vt 

2

2

 

т.к. β – безразмерная величина. 
В работе Алексеева Б.В. [5] представлены соответ-

ствующие выражения для нерелятивистского случая: 

  0







v
r


t

, 

где 












 
m


r

v . 

Рассмотрим теперь вещественную часть 
релятивистского уравнения (формула (2.8)). 
Перепишем её в виде: 

















2

2

2
0

2

2

2

2
0

2

2

111

tmctmc




 

2
2

2
0

( )
m

 

     

grad
h 2c =0,        

(2.21)

или, используя (2.19) 







2

2

2
0

2

2
2 11

tmc
vt






2
2

2
0

( )
m

 

     

grad
h 2c =0.      

(2.22) 

Используя определение трехмерной 
скорости (2.17), имеем: 







2

2

2
0

2

2
2 11

tmc
vt





 

2
2

2
0

v
m





  
h 2c =0. 

(2.23) 

Применяя оператор градиента к обеим 
сторонам уравнения (2.23), получим: 

























2

2

2
0

2

2
2 11

tmc
vt


rr


 

2
2

2
0

v
m




  
 

 r r

h
=0. 

(2.24) 

Используем известное тождество (см.[10], 
стр. 544): 

vrotv
r

v
r

v 














 22 2v . (2.25) 

При этом из (2.17) 

0
0

 gradrotvrot
m


, (2.26) 

тогда 
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22 v
r

v
r

v














 .     (2.27) 

Из (2.24) с помощью (2.13), (2.27) получим 

2 2tv
        

v v
r r

22 2

2 2 2 2
0 0

1 1

c m t m

 
 

   
  

    r r

h h
, 

или 

2 2tv
        

v v
r r

22

2 22
0

1

m tc

 
 

  
   

   r

h
. 

(2.28)

При этом 
2 2

2
2

0

2

2
0

2

2
0

1

1
2

1
2

tv
c m t

c m t t

c m t t



 

 

              

              

              

r r

r

r

h

h

h

 

2 tv

c t





v  

(2.29) 

Представим уравнение (2.28) с помощью 
(2.29) в виде 

2 2tv

c t

       
v v v

r
 

22

2 22
0

1

m tc

 
 

  
   

   r

h
. 

(2.30)

Введем дополнительное условие 
cvt  . (2.31)

Тогда мы получаем систему уравнений 
гидродинамического типа. Уравнение нераз- 

рывности следует из (2.20), (2.31): 

  0







v
r


t

 (2.32)

Уравнение движения следует из (2.30), 
(2.31): 

t

       
v v v

r
22

2 22
0

1

2m tc

 
 

  
   

   r

h
. 

(2.33)

Уравнение (2.33) можно также записать в виде: 





















U
t r

v
r

vv , (2.34)

где U  – обобщение потенциала Бома для ре-
лятивистского случая 

























2

2

22
0

2 1

2 tcm
U


.  (2.35)

Введем переменную 
ctx 0 ,   (2.36)

которая часто используется в релятивистской 
механике, и 4-лапласиан 

 





2
0

2

4
x

. (2.37)

Тогда релятивистский потенциал Бома 
можно записать в виде: 


4

2
0

2

2



m
U


 . (2.38)

Таким образом, 4-х мерный (реля-
тивистский) потенциал Бома содержит, кроме 
пространственных производных, еще и произ-
водную по времени. Как известно [5], в нереля-
тивистском случае потенциал Бома имеет вид 





2

2

2m
U


.   (2.39)

Поскольку 
2 23 3

4 2 2
1 10 0 0

23

2
10 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

i ii i i

i i i

x x x x x x

x x x x x x x

    

   
   

 



     
     

     

           
         

                

 


 

22 23 3

2 3/2 2
1 1 0 0

1 1 1 1 1

2 42 2i ii i ix x x x x

   
   

       
                
   

2 23 3

3/2 2
1 1

1 1

4 2i ii ix x

 
  

  
    

   


 































3

1
2

23

1

2

22
0

22

0
2

4

2

1

4

1

2

1

4

1

i ii i xxxx














, (2.40) 
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то потенциал Бома можно записать в виде:  
22 2

4
2 2 2
0 0 02 8

U
m m x

 


   
     

h h
 

22 2 2 2 23 3

2 2 2 2 2 2
1 10 0 0 04 8 4i ii im x m x m x

  
   

   
      

 h h h
. 

(2.41) 

В частности, в одномерном случае уравнение (2.34) с учетом (2.41) принимает вид: 










































































 22

222
0

2

2

2

2

2

22
0

2 1

8

1

4 xtcmxtcmxx

v
v

t

v x
x

x 






, (2.42) 

или 








































































 22

222

2

2

2

22
0

2 1

2

111

4 xtcxtcxmx

v
v

t

v x
x

x 






. (2.43) 

Если ввести квантовую кинематическую вязкость 

qum


0


, (2.44) 

то получим 








































































 22

222

2

2

2

2

2
1

2

111

4 xtcxtcxx

v
v

t

v qux
x

x 






. (2.45) 

В нерелятивистском случае из (2.43) имеем: 

xmx

v
v

t

v x
x

x












2
0

2

4









































 2

2

2

2

11

xx







. (2.46) 

Преобразуем выражение 

   2 x x x x x
x x x x x x

v v v v v
v v v v v v

t x t x t x t x

           
       

       
 

x x
x

v v
v

t x
       

. 
(2.47) 

При преобразованиях в (2.47) учтено, что из 
(2.32) в одномерном случае имеем: 

0







x

v

t
x

. (2.48)

Тогда (2.46) с учетом (2.47) принимает вид 
(обозначим uvx  ): 

   
2

2
2

04
u u

t x m x
    

  
  

h

22

2

1 1

2x x

 
 

              
,      

(2.49)

что полностью совпадает с полученным 
Алексеевым Б.В. в работе [2] выражением 

   2u u
t x
  

 
 

22 2

2 2

1 1

4m x x x

   
 

                 

h

 

(2.50)

причем в [2] показано, что значения коэффи-

циентов 5.0,1    соответствуют уравне-

нию Шредингера. 
Отметим, что выражение для скорости tv  

(2.19) при использовании дополнительного 
условия (2.31) принимает вид: 

tmc
c







0

1 
, (2.51)

или 



2
0cm

t





. 

Интегрируя, получим 

constt
cm




2
0 .    (2.52)

Тогда из (1.4) 

t
cm

i
e 

2
0

  .  
(2.53)

Здесь постоянная интегрирования включена 
в коэффициент   волновой функции 
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t
cm

i
e 

2
0

  . Отметим, что 



2
0cm

qu     (2.54)

есть квантовая частота. 
Появление знака «минус» в показателе 

экспоненты волновой функции, как подробно 
описано в работе [5], связано с введением 
необратимости в систему. Использование усло-
вия cvt   привело бы к изменению знака в 

показателе экспоненты и к изменению знака 
при производной по времени, в частности, в 
уравнении неразрывности (2.32). Существо-
вание таких уравнений невозможно с точки зре-
ния теории необратимых процессов. 

Остановимся еще раз на условии cvt  . В 

релятивистской кинетической теории 4-ех вектор 
гидродинамической скорости определяется как 

























2

2

2

2

1

,

1
c

v

c

v

c
u

v ,   =1,2,3,4. 

При этом 4-х мерный вектор потока частиц 

 u
c

v
nUnN R 2

2

1 , где Rn  – плот-

ность частиц в системе отсчета, в которой 
0v , n – плотность частиц в системе отсчета, 

относительно которой поток движется со 
скоростью v . Тогда «временнáя» компонента 

cnN  , т.е. условие cvt   является обосно-

ванным. 

3. Обобщенные релятивистские кинети-
ческие уравнения. 

Проведем обобщение кинетического урав-
нения Алексеева (1.2) на релятивистский слу-
чай. С этой целью нерелятивистская субстан-
циональная производная 

i
i

nrel
x

v
t

D








 , 3,2,1i , (3.1)

трансформируется в релятивистскую субстан-
циональную производную 




x
pDrel




 , ,3,2,1,0  (3.2)

cmp 0
0  , ii vmp 0 . (3.3)

Здесь 0m  – масса покоя; 

2

2

1

1

c

v


 , где  

v  – модуль скорости частицы в системе 

наблюдателя. При этом 22
0

20 cmpp  , 

поскольку 
2 2

2 2 2 2 20
0 02

21

m v
p m c m c

v
c

   


 

2 2 2 2 2 2
0 0 0

2

21

m v m c m v

v
c

 
 


 

0
02

21

m c
m c

v
c

 



 

(3.4)

Вводим неподвижную систему координат 
K  и подвижную систему координат K  . Пусть 
материальное тело движется в системе K  со 

скоростью 1v  вдоль оси 1x . Пусть система K   
движется относительно системы K  со ско-

ростью 1V  вдоль оси 1x . Тогда 

2

21

11
1

)(
1

c

V

tdVxd
dx




 , 2,2, xddx  , 

3,3, xddx  , 

2

21

1
2

1

)(
1

c

V

xd
c

V
td

dt




 . 

(3.5)

Разделим почленно первые три равенства на 
четвертое. Имеем 

1
2

1

111
1

xd
c

V
td

tdVxd

dt

dx
v




 , 

(3.6)

1
2

1

2

21
2,

2,

)(
1

xd
c

V
td

c

V
xd

v



 , (3.7)

1
2

1

2

21
3,

3,

)(
1

xd
c

V
td

c

V
xd

v



 , (3.8)

или 

2

11

11

1

2

1

1
1

1

11
c

vV

Vv

td

xd

c

V

V
td

xd

v
















  (3.9)
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1
2

1

2

21
2,

2,

1

)(
1

v
c

V
c

V
v

v



 , (3.10)

1
2

1

2

21
3,

3,

1

)(
1

v
c

V
c

V
v

v



 . (3.11)

Соотношения (3.9) – (3.11) могут 
трактоваться следующим образом – какие ком-
поненты скорости видит неподвижный наб-
людатель, если в подвижной системе составля-
ющие скорости есть 1v , ,2v , ,3v . Пусть 

     3,2,111 ,,,,, xxxtxxttf  . 

Преобразования Лоренца для координат и 
времени имеют вид: 

 

2

21

11
1

)(
1

c

V

tVx
x




 , 2,2, xx  , 

3,3, xx  ,  

2

21

1
2

1

)(
1

c

V

x
c

V
t

t




 . 

(3.12)

Найдем некоторые частные производные, 
необходимые нам в дальнейшем: 

 

                 
1 ,2 ,3 1 ,2 ,3 1

1 ,3 1 ,2,2 ,3

1

1
, , , ,

,2 ,3

,2 ,3
, , , ,

x x x const x const t х х const x const

t х х const t х х constx const x cons

f f t f x

t t t x t

f x f x

x t x t

    

   

                               

                           t

 

Учитывая, что 2 последние слагаемые обращаются в 0, имеем 

1 ,2 ,3 1 ,2 ,3 1

1

1
, , , ,x х х const x const t х х const x const

f f t f x

t t t tx    

                              
, 

   
2

21

1

,,
1

2

21,,

11

1

3,2,3,2,1

c

V

V

x

f

c

Vt

f

t

f

constххtconstххx




























. 
(3.13) 

Для пространственных производных аналогично получаем 

                 
1 ,2 ,3 ,2 ,3

1 ,3 1 ,2,2

1

1 ,1 1 ,1
, , , ,

,2 ,3

,2 ,1 ,3 ,1
, , , ,

x x x const t const t х х const t const

t х х const t х х constх const х

f f t f x

x t x x x

f x f x

x x x x

   

  

                               

                           ,3 const

 

consttconstххtconsttconstххx x

x

x

f

x

t

t

f

x

f










































1,

1

,,
11,

,,
1

3,2,3,2,1

, 

   
2

21,,
1

2

21

2

1

,,
1

1

1

1
3,2,3,2,1

c

Vx

f

c

V

c

V

t

f

x

f

constххtconstххx




























. 

(3.14) 

constхconstххtconstххt

constхtconstххtconstхtconstххx

x

x

x

f

x

x

x

f

x

x

x

f

x

t

t

f

x

f






















































































3,2,13,1

13,2,13,2,1

2,

3,

,,
3,2,

2,

,,
2,

,

2,

1

,,
1

,
2,

,,
2,

 (3.15) 

constххtx

f

x

f














3,1 ,,
2,2,

 (3.16) 

Аналогично 
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constххtx

f

x

f














2,1 ,,
3,3,

. (3.17) 

Рассмотрим релятивистскую субстанциональную производную (3.2) в системе К  . Подставляя 
значения импульсов (3.3) и выражения (3.13), (3.14), (3.16), (3.17), получим: 

1 ,2 ,3
0 0 0 01 ,2 ,3

f f f f
m m v m v m v

t x x x
               

      
 

     

1

1 2
1

0 0 012 2 21 1 1

2 2 2

1

1 1 1

V
f f V f cm m m v
t x tV V V

c c c

                           
  

 
1 ,2 ,3

0 0 01 ,2 ,321

2

1

1

f f f
m v m v m v

x x xV

c

                 


 

       

1

12
1 1

0 0 12 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

V
f f Vcm v m v
t xV V V V

c c c c

 

   
   
                           

      
   

 

,2 ,3
0 0,2 ,3

f f
m v m v

x x
                

 

(3.18) 

Используем формулы (3.9)-(3.11) для скоростей. Выразим из них 3,2,1 ,),(
1

vvVv   и 
подставим в (3.18): 

1 ,2 ,3
0 1 ,2 ,3

f f f f
m v v v

t x x x
                   

   

1

2
1

0 2 21 1

2 2

1

1 1

V
f cm v
t V V

c c



 
 
          

  
 

     

1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 ,2 ,3

0 0 01 ,2 ,32 2 21 1 1

2 2 2

1 1 1

1 1 1

V v V v V v
f f fc c cm v m v m v
x x xV V V

c c c

  

  
                          
  

 

 

1 1

2
1 ,2 ,3

0 1 ,2 ,321

2

1

1

V v
f f f fcm v v v
t x x xV

c




             


 

(3.19) 

или 

  











































3,

3,
2,

2,
1

1

2

21

2

11

3,
3,

2,
2,

1
1

1

1

x

f
v

x

f
v

x

f
v

t

f

c

V

c

vV

x

f
v

x

f
v

x

f
v

t

f
 (3.20) 

Преобразуем коэффициент перед фигурной скобкой. Используя (3.9), имеем: 
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 
2

2

11

11

22

21

1

1

























c

Vv

Vv

cc

v
, 

     
2 2 21 1 1 1 1

21 1
2 22 2 2 21 1 1 1

2 2

1 1 1
1 1 1

1 1

v v V v V
v V

c c c cv V v V
c c

    
         

            
   

 

 
21 1 1 1

1 2 1 2 1 1
2 2 2 21 1

2

1 1
1 2 ( ) ( ) 2

1

v V v V
v V v V

c c cv V
c

   
        

      
 

 

(3.21) 

или 

   



















 









 


 2121
2

2

2

11

2

2

112

21

)()(
1

1

1

1
1 Vv

cc

Vv

c

Vvc

v
, 

откуда 

   2121
2

2

2

11

2

11

2

21

)()(
1

1

1

1

1

Vv
cc

Vv

c

Vv

c

v








 









  
(3.22) 

Преобразуем знаменатель в (3.22): 

        

         

2 22 21 11 1
2 21 1 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 21 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1
1 1

1 1 1 1

V vV V
v v V v

c c c c c

V v V V v

c c c c c

   
            

   

     
           
    
    

 

   2 21 1

2 2
1 1

V v

c c

   
     
   
   

 

(3.23) 

Из (3.22), (3.23) следует: 

     
2

21

2

21

2

11

2

21

11

1

1

1

c

v

c

V

c

Vv

c

v 









 ,   (3.24) 

или 

 
2

21

2

11

1

1

c

V

c

Vv










. (3.25) 

Используем (3.25) для преобразования (3.20). Имеем инвариантную запись 

1 ,2 ,3 1 ,2 ,3
0 01 ,2 ,3 1 ,2 ,3

' '
f f f f f f f f

m v v v m v v v
t tx x x x x x

                                
 (3.26) 

 



Вестник МИТХТ, 2010, т. 5, № 2 

13 

или, в эквивалентных формах 
 relrel DD , (3.27)







x
p

x
p







. (3.28)

Переходим к обобщенному 
релятивистскому уравнению Больцмана 
(ОРУБ). Процедура релятивистского обобщения 
кинетического нерелятивистского уравнения 
Алексеева заключается в следующем: 

Этап 1. Уравнение (1.2) почленно умно-
жается на 0m . В результате в левой части 

уравнения появляется комбинация лоренц-
инвариантных субстанциональных производ-
ных (см. (3.26) – (3.28)), поскольку инва-

риантным является выражение inv
x

p 





 . 

Однако, 

0

f
p p p f

x x m x
  

  

           
 

inv , 

(3.29)

если среднее время между столкновениями 
inv 0 , (3.30)

не зависит от выбора системы координат, 
определяется собственным временем движения 
частиц и, следовательно, также является 
инвариантом. 

Этап 2. Запишем теперь ОРУБ в виде: 

0

f
p p p f

x x m x
  

  

           
,

0
B relm J , .3,2,1,0,   

(3.31)

Правая часть уравнения (3.31) должна 
представлять лоренц - инвариантный интеграл 
столкновений 

relBrelB
INV JmJ ,

0
,  . (3.32)

Нас интересует прямое преобразование 
интеграла Больцмана, имеющего вид [11]: 

,B relJ 
3

0 0
,invert invert

g

p p
f f f f v d d p

p p


 

  


    
 

(3.33)

где   – дифференциальное сечение столкно-
вения, d  – элементарный телесный угол, знак 
«invert» далее используется для обозначения 
характеристик обратных столкновений, пос-
кольку знак «штрих» уже занят параметрами 
подвижной системы координат, при этом 

   2

2

2
00 1




  vvvv
cpp

pp
vg 



 (3.34)

Покажем, что интеграл столкновений (3.33) 
действительно переходит в больцмановский 
локальный интеграл в нерелятивистском 
случае. С этой целью используем соотношение 
(см. [11]): 

001 pp
cc

pp 


 





 

vv
  

или 

ccpp

pp 



 
vv

1
00


  (3.35)

В нерелятивистском приближении 

3
0 0

B invert invert
g

p p
J f f f f v d d p

p p


 

  


       

3

3

invert invert
g

invert invert nonrel
g

f f f f v d d p

f f f f v d d p





  

  

     

     




 

3invert invertf f f f d d p         v v  

(3.36)

Запишем теперь (3.33) в виде 
,B relJ 

3

0 0
invert invert

g

p p d p
f f f f v d

p p


  

 


      
(3.37)

и отметим, что 
0

3





p

pd
 есть инвариант (см. [11]). 

Приведенный интеграл (3.37) не 
инвариантен относительно преобразования 

Лоренца из-за присутствия 0p  в знаменателе. 

Подставим cmp 0
0  . Имеем из (3.37) 

 



 

0

3

0

,

p

pd

cm

pp
dvffffJ g

invertinvertrelB





 , (3.38) 

или 

  inv
p

pd
dpp

c

v
ffffJmJ

ginvertinvertrelBrelB
INV  




 0

3
,

0
, 

 .   (3.39) 

Для отношения cvg /  справедливо соотношение [11] 

 2
42

01


 


pp

cm
сvg , (3.40) 

используя которое, находим из (3.39) 
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    inv
p

pd
dcmppffffJmJ invertinvertrelBrelB

INV  



 0

3
44

0
2,

0
,  

 . (3.41) 

Это инвариантный релятивистский интеграл столкновений. Тем самым доказано, что правая 
интегральная часть ОРУБ является лоренц – инвариантной. 

Этап 3. Записываем ОРУБ в виде 



























f
x

p
mx

p
x

f
p 







 

0

   



 

0

3
44

0
2

p

pd
dcmppffff invertinvert 

 . 

(3.41) 

Таким образом, инвариантное релятивистс-
кое обобщенное уравнение Больцмана записы-
вается в виде: 

0

f
p p p f

x x m x
  

  

           
,B rel

INVJ , .3,2,1,0  

(3.43)

Обратим внимание на размерность 
физических величин, входящих в (3.43). 

  npfd 3 , где n – концентрация частиц. 

Тогда 

  3

1

c c

г cм г cм г cм
f

с cм
 , 

 
3

3 6

c
f

г cм
 ,

3 2

3 6 2 6

c c

c

f г
p

x г cм г cм




     
, 

 
4

2, 2

c
B rel
INV

г cм
J f см

 
     

 
6 4 2

4 2
6 12 4 2 6

c cм c
г cм

г cм c г cм
  . 

На основе полученного релятивистского 
обобщенного уравнения Больцмана могут быть 
выведены обобщенные релятивистские гидро-
динамические уравнения. 

 
4. Модельные обобщенные релятивистс-

кие кинетические уравнения. 
Рассмотрим одномерный случай и преобра-

зование релятивистской субстанциональной 
производной другим способом, который при-
водит к дополнительным, полезным при даль-
нейших преобразованиях, соотношениям. В сис-
теме наблюдателя K  релятивистская субстан-
циональная производная имеет вид 

1 0 1 1
00 1 0 1relD p p m c p

x x x x
   

    
   

 

1 1
0 01 1

m c p m p
ct x t x

    
  

   
 

(4.1)

где 

 
2

21

1

1

c

v


 . 

Преобразуем (4.1) 

1 1
0 01rel

t
D m p m

t x t t
 

   
   

   
 

1 1
1 1

01 1 1 1

x t x
mv m v

x x t t x x


        
          

 
(4.2)

при вычислении производных 
1

1

,
x

x

t

t







 

используем преобразования Лоренца (3.5) 
1

1
2

1 2

2

( )
1

V
dt dx

cdt
V

c

 




, 

1
2

1

2

21 )(
1 xd

c

V
dt

c

V
td  ,

1 2 1 1

2 2

( )
1

t V V x

t c c t

  
   

 
1 2 1 1

2 2

( )
1

V V x t

c c t t

  
  

 
, 

откуда находим 

2

21
1

2

1 )(
11

c

V
v

c

V

t

t














,   (4.3)

или  

1
2

1

2

21

1

)(
1

v
c

V
c

V

t

t









. (4.4)

Из (4.3), (4.4) следует 


 




t

t
. (4.5)

Найдем 
1

1

x

x




. Из соотношения (3.5) 

   
2

21
111 1/

c

V
tdVxddx   следует 



Вестник МИТХТ, 2010, т. 5, № 2 

 15

 
tdVdx

c

V
xd  11

2

21
1 1 , (4.6)

или 

 211
1

1 2 1
1

Vx t
V

x c x

  
   

 
, 

 21 1
1

2 1 1
1

V t x
V

c x x

  
  

 
 

 
2

21

1
1

1

1

11
c

V

x

t
V

x

x
















, 

 
2

21

1

1

1

1

11
c

V

v

V

x

x















. 

Итак, 

 21

1 2

1 1

1

1

1

V

x c
x V

v










. (4.7)

Субстанциональная производная (4.1) 
приводится к виду: 

1
relD   

 21

1
1 12 1

1
2 1

1 1
1

1 1

V
m v

V Vc t x
v

c v

 
  

  
      

 

(4.8)

Используем (3.9) для преобразования 1v  в 
(4.8). Получим: 

 

   

























































































1
1

1
2

1

2

21

1

1

1

11

1
2

1

2

21

1

1,

1
1

2

1

11

1
2

12

21
1

1

1

11

1

1

1

11

1
1

x
v

t
v

c

V
c

V

m
x

v

V

Vv

t
v

c

V
c

V

m

x

v

V
v

c

V

Vv

t
v

c

Vc

V
mD rel

 (4.9) 

Итак, 

















1

11

x
v

t
mD rel

 


















1
1

1
2

1

2

21

1

1

x
v

t
v

c

V
c

V

m , (4.10) 

или 

 


























1
1

1
2

1

2

21

1
1

1

1

x
v

t
v

c

V
c

V

x
v

t
.   (4.11) 

Если 01 V , то, как и следовало ожидать, 

1
1

1
1

x
v

tx
v

t 













 . (4.12)

Отметим, что при cV 1  наблюдатель в 
покоящейся системе координат видит, что в 
системе K  , движущейся со скоростью света, 
комбинация 

0
1

1 








x
v

t
 

обращается в нуль. 
Докажем инвариантность  

1
1

0
01

x
p

x
pD rel









 : 

 21

2
1 1

1 1
1

2

1

1
rel

V

cD m v
V t x

v
c

         
 

 21

2
1

1 1
1

2

1

1

V

m c m p
Vm t x

v
c

           
 

 

 

 2 21 1

2 2
1

1 121 1
2

2

1 1

1
1

v V

c c m p
V t xv v
c

c


          


 

(4.13)
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Здесь 0mm  ,   0mm . Подставляя 

выражение (3.24) для   в (4.13), имеем: 

 
1 1

121

2

1 1

1

relD m p
t xv

c


         



1
1

m p
t x

   
  

. 

(4.14)

Итак, доказано другим способом, что 

1 1
1relD m p

t x

 
  

 
 

1
1

m p
t x

   
  

, 

(4.15)

11
relrel DD  , (4.16)

или в другой форме 

 
10

121

21

m
v

t xv

c

      
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 
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21

m
v

t xv

c

       


. 
(4.17)

Заметим, что 

t
m

t
m

x
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
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
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
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

  0000
0  

и в одномерном случае (3.31) 

0
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p p p f

x x m x
  

  

           
,

0
B relm J  

принимает вид: 

1 1
1 1

m v f m v
t x t x

                  

1 ,
1

0

B relm v f mJ
m t x

          
, 

или 

1 1
1 1

v f v
t x t x
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1

B relv f J
t x

           
. 

(4.18)

Инвариантное время  0  имеет смысл 

собственного интервала времени, а 

2

2

1
c

v



  

(4.19)

имеет смысл интервала времени в системе 
отсчета К. 

Переходим в подвижную систему координат 
K  . Используя представление (4.9) и формулу 

(3.25) для 




, имеем из (4.18) 
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(4.20)

или 

1 1
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(4.21)

1 1
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v f v
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1 ,
1

B relv f J
t x




              
. 

(4.22)

Используем соотношение 

  relBrelB JJ ,, , (4.23)

вытекающее из (3.32). Тогда 

 
relBrelB J

c

V

v
c

V

J ,

2

21

1
2

1

,

1

1





. (4.24)

Соотношение (4.23) полезно при пост-
роении релятивистских модельных аппрокси-
маций интеграла столкновений. 

Вводим релятивистское обобщение БГК 
аппроксимации 
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 

t

ff
J relB



0
, 

 , (4.25)

где t  – некоторый характерный временной 
(релаксационный) интервал, преобразующийся 
в соответствии с преобразованием Лоренца. 
Именно, в соответствии с (3.5) 
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имеем 
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 (4.27)

 21

2
1

v
t t

c





     


. 

Иначе говоря, выполняется аналог (4.5) 

 



tt 

11
.    (4.28)

Как видим, именно величина 
tрелаксации 


1

~  

играет роль модельного интеграла столкновений 
в теории релятивистской БГК - аппроксимации. 
В нерелятивистском приближении, естественно, 

релаксацииtt  ; 


 t
  имеет смысл 

инвариантного интервала собственного 
времени, а t , аналогично (4.19), имеет 

смысл интервала времени в К. При этом 
 






0ff
J B 

 =inv.  

На основе полученного релятивистского 
обобщенного уравнения Больцмана могут быть 
выведены обобщенные релятивистские 
гидродинамические уравнения. 
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