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ассмотрена методика определения типа особой точки, соответствующей четырёхком-
понентному азеотропу, с помощью двумерных структур диаграммы дистилляционных линий 
четырёхкомпонентной системы, являющихся разделяющими поверхностями. 

A method of singular point type determination for a 4-component azeotrope is proposed. The method deals 
with 2-dimensional structures known to be boundary surfaces of the residue curve map. 
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Ранее нами была рассмотрена возможность 
определения знака индекса Пуанкаре особой 
точки, соответствующей четырёхкомпонентно-
му азеотропу, на основе развёртки диаграммы 
дистилляционных линий четырёхкомпонентной 
системы [1]. При этом установлено, что в слу-
чае наличия в системе только бинарных 
азеотропов правило азеотропии позволяет одно-
значно ответить на вопрос о существовании в 
ней четырёхкомпонентного азеотропа и так же 
однозначно определить индекс Пуанкаре отве-
чающей ему особой точки. Если же помимо 
бинарных система имеет один или несколько 
тройных азеотропов, тогда в рамках данной 
развёртки возможно существование нескольких 
диаграмм-тетраэдров – как с четырёхкомпо-
нентным азеотропом, так и без него, – однако и 
здесь правило азеотропии позволяет однозначно 
определить знак индекса Пуанкаре особой точ-
ки, соответствующей азеотропу-4, в зависимос-
ти от того, который из имеющихся тройных 
азеотропов его порождает. 

Как известно [2], динамическая система 
открытого равновесного испарения четырёх-
компонентной смеси может реализовывать осо-
бые точки четырёх различных типов: положи-
тельный узел N+, положительное седло C+, 
отрицательный узел N– и отрицательное седло 
C–. Поэтому определение знака индекса Пуан-
каре особой точки, соответствующей азеотропу-
4, является необходимым, но не достаточным 
условием для установления структуры диаг-
раммы. Необходимо также определить тип этой 
особой точки (узел или седло), что можно 
сделать, изучив ход траекторий в пределах 
разделяющих многообразий, которые проходят 
через точку четырёхкомпонентного азеотропа. 

Причём если уже известен знак индекса 
Пуанкаре рассматриваемой особой точки, то 
достаточно исследовать только одно такое се-
паратрическое многообразие. Под разделяю-
щими многообразиями в случае четырёхкомпо-
нентной системы мы понимаем двумерные по-
верхности, которые: 1) делят концентрацион-
ный тетраэдр на отдельные области дистил-
ляции и ректификации; 2) могут быть опреде-
лены по следам на поверхности тетраэдра, 
представляющим собой сепаратрисы соответ-
ствующих тройных диаграмм, а также добав-
ленные рёбра полных графов трёхкомпонент-
ных составляющих. 

Как знак индекса Пуанкаре, так и тип любой 
особой точки определяются набором характе-
ристических корней матрицы коэффициентов 
линеаризации нелинейной системы дифферен-
циальных уравнений процесса открытого рав-
новесного испарения в окрестности данной 
особой точки, точнее совокупностью знаков 
этих характеристических корней: знак индекса 
Пуанкаре рассчитывается из соотношения 
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где i – индекс Пуанкаре, λj – характе-
ристический корень, m – размерность системы, 
связанная с числом компонентов смеси n 
соотношением m = n – 1. Особая точка является 
устойчивым (неустойчивым) узлом, если все λj 
положительны (отрицательны), при этом все 
траектории в окрестности точки входят в неё 
(исходят из неё); особая точка является седлом 
во всех остальных случаях, когда часть корней 
положительна, а другая – отрицательна, при 
этом есть траектории как входящие в данную 
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точку, так и исходящие из неё. 
Применительно к четырёхкомпонентной 

системе сказанное значит, что любая особая 
точка трёхмерного тетраэдра характеризуются 
тремя корнями λj, причём рассмотрение любой 
из двумерных поверхностей, проходящих через 
данную точку, позволяет выявить знаки двух из 
этих корней – тех, что определяют ход траек-
торий в пределах данной поверхности. Выде-
ление в качестве определяющих поверхностей 

разделяющих многообразий объясняется естест-
венностью существования данных структур 
внутри концентрационного  симплекса, а пото-
му является наиболее простым. Знак третьего 
характеристического корня может быть опреде-
лён при рассмотрении второй такой поверх-
ности (в случае возможности её выделения) или 
же рассчитан с помощью уравнения (1) при 
известной величине индекса Пуанкаре (табл. 1). 

 

Таблица 1. Определение типа особой точки, соответствующей четырёхкомпонентному азеотропу, с 
помощью проходящей через неё разделяющей поверхности и величины индекса Пуанкаре точки.  

Исходные данные Полученный результат 
№ 
п.п. Знак корня 

λ1 
Знак корня 

λ2 
Индекс Пуанкаре 
особой точки 

Знак корня 
λ3 

Тип особой 
точки 

1 +1 – 
4C  

2 
+ – 

–1 + 
4C  

3 +1 + 
4N  

4 
+ + 

–1 – 
4C  

5 +1 + 
4C  

6 
– – 

–1 – 
4N  

 

Таким образом, общий алгоритм по выявлению 
на основе развёртки диаграммы дистилляционных 
линий четырёхкомпонентной системы внутреннего 
азеотропа состоит из двух этапов: 

1) определение величины индекса Пуанкаре 
рассматриваемой особой точки на основе нело-
кальных закономерностей диаграммы в виде 
правила азеотропии; 

2) определение типа точки на основе ло-
кальных закономерностей диаграммы в виде 
совокупности знаков характеристических кор-
ней линеаризованной в окрестности рассматри-
ваемой особой точки системы дифференци-
альных уравнений процесса испарения. 

Рассматриваемый метод анализа диаграммы 
дистилляционных линий является графическим, 
а потому его применение к системам с 5-ю и 
более компонентами является весьма проблема-
тичным. В указанных случаях необходимо стро-
ить математические графы диаграмм в виде 
матриц смежностей. 

Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирую-
щих предлагаемый нами метод по определению 
типа особой точки, соответствующей четырёх-
компонентному азеотропу. 

Ранее в статье [1] нами был рассмотрен 
пример диаграммы с четырёхкомпонентным 
азеотропом, не имеющей тройные азеотропы 
(рис. 1). Диаграммы такого типа были перечис-
лены Жаровым В. Т. в работе [3]. В работе [4] 
было доказано, что указанные структуры могут 
быть получены с помощью двукратно тангенци-
альной азеотропии. На рис. 1а изображена 
развёртка диаграммы, на рис. 1б – построенный 

на основе развёртки полный ориентированный 
граф диаграммы-тетраэдра. Для каждой из осо-
бых точек помимо порядкового номера опре-
делён тип: относительно двумерной поверх-
ности (рис. 1а) и относительно трёхмерной 
диаграммы (рис. 1б). Структура развёртки тако-
ва, что позволяет однозначно определить нали-
чие в системе четырёхкомпонентного азеотропа 
с положительным индексом Пуанкаре [1] (точка 
9 на рис. 1б). Для определения типа этой точки 
рассмотрим разделяющую поверхность 5-8-6-7-
5 (рис. 1в; типы точек определены относительно 
рассматриваемой поверхности), образованную 
двумя узловыми поверхностями бинарных сед-
ловых азеотропов 5 и 6. В пределах рассмат-
риваемой фигуры, топологически подобной 
четырёхугольнику, точки 5 и 6 являются устой-
чивыми узлами, точки 7 и 8 – неустойчивыми 
узлами, а потому ход траекторий внутри четы-
рёхугольника 5-8-6-7-5 определяется однознач-
но (рис. 1в), причём внутри разделяющего мно-
гообразия необходимо возникает особая точка 
седлового типа 9, соответствующая четырёх-
компонентному азеотропу. Как двумерное сед-
ло точка 9 характеризуется одним положи-
тельным и одним отрицательным характерис-
тическими корнями λj, следовательно, при поло-
жительном индексе Пуанкаре знак характерис-
тического корня λ3 должен быть отрицатель-
ным, а особая точка – положительным седлом 
(случай 1 табл. 1). 

Ещё один пример диаграммы, рассмотрен-
ной нами в работе [1], представлен на рис. 2. В 
отличие от системы, изображённой на рис. 1, 
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здесь имеется тройной азеотроп (точка 6), а 
значит в рамках данной развёртки (рис. 2а) 
могут реализовываться диаграммы двух типов: 
первая – без четырёхкомпонентного азеотропа, 
вторая – с четырёхкомпонентным азеотропом. 
Правило азеотропии позволяет утверждать, что 
в случае, если особая точка, соответствующая 

тройному азеотропу 6, относительно диаграм-
мы-тетраэдра является узлом (устойчивым), в 
системе непременно должен быть четырёхком-
понентный азеотроп, причём соответствующая 
ему особая точка должна иметь отрицательный 
знак индекса Пуанкаре. Поэтому мы рас-
смотрим лишь этот вариант диаграммы. 

 

 
Рис. 1. Пример определения типа особой точки, соответствующей четырёхкомпонентному азеотропу в 
случае системы без тройных азеотропов: а – развёртка диаграммы; б – полный ориентированный граф 

диаграммы; в – разделяющая поверхность. 
Для определения типа точки M4 рассмотрим 

поверхность 1-3-6-5-1 (рис. 2в), которая тополо-
гически подобна тройной диаграмме класса 
3.1.1-2 (в соответствии с предложенной ещё в 
работе [5] классификацией). В отличие от разде-
ляющей поверхности 5-8-6-7-5 предыдущей 
диаграммы в формировании замкнутого конту-
ра, соответствующего треугольнику 1-3-6-5-1 
(рис. 2в), принимает участие добавленное ребро 
3-6 графа (рис. 2б). Это значит, что указанная 
поверхность не делит пространство диаграммы 
на отдельные области дистилляции, но образует 
несколько областей идеальной ректификации 
[6]. Совокупность точек, образующих контур 1-

3-6-5-1, опять же, такова, что внутри треуголь-
ника непременно должна находиться ещё одна 
особая точка, соответствующая четырёхкомпо-
нентному азеотропу, причём в пределах рас-
сматриваемой поверхности траектории в ок-
рестности данной точки имеют гиперболичес-
кий ход, формируя типичную структуру седла 
(рис. 2в). Таким образом, как и в предыдущем 
примере, два из трёх характеристических коней 
системы определяются с помощью выделенной 
поверхности как отрицательный и положи-
тельный; корень λ3 при отрицательном индексе 
Пуанкаре должен быть положительным (случай 
2 табл. 1). 

 

 
Рис. 2. Пример определения типа особой точки, соответствующей четырёхкомпонентному азеотропу в 
случае системы с одним тройным азеотропом: а – развёртка диаграммы; б – полный ориентированный 

граф диаграммы; в – разделяющая поверхность. 
Отметим, что рассмотренная диаграмма 

имеет сепаратрическую поверхность, делящую 
концентрационное пространство на две области 
дистилляции. Эта разделяющая соответствует 
узловой поверхности четырёхкомпонентного 
седла. При этом внешнюю границу симпли-
циального тетраэдра она пересекает строго по 
рёбрам треугольной диаграммы 2-3-4-5-2, а по-
тому её существование на первый взгляд не 

очевидно – её выделение становится возмож-
ным только после установления седлового ха-
рактера особой точки, соответствующей че-
тырёхкомпонентному азеотропу. Аналогично 
первая система (рис. 1) имеет, помимо рассмот-
ренной, вторую сепаратрическую поверхность, 
образованную четырёхкомпонентным седлом, 
пересекающую поверхность тетраэдра по его 
рёбрам 3-2, 2-1, 1-4 и 4-3. Поэтому установ-
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ление структуры сепаратрических многообра-
зий, делящих концентрационное пространство 
симплекса на отдельные области дистилляции, 
возможно в целом только после определения 
типов всех особых точек диаграммы. 

Рассмотрим ещё одну модельную систему, 

имеющую один тройной азеотроп (рис. 3). 
Развёртка, изображённая на рис. 3а, так же, как 
и в предыдущем случае, может принадлежать 
как диаграмме с четырёхкомпонентным азеот-
ропом, так и диаграмме, не имеющей четырёх-
компонентный азеотроп. 

 

 
Рис. 3. Пример определения типа особой точки, соответствующей четырёхкомпонентному азеотропу в 
случае системы с одним тройным азеотропом: а – развёртка диаграммы; б – полный ориентированный 

граф диаграммы; в – разделяющая поверхность. 
 

С помощью правила азеотропии можно 
показать [1], что в первом случае тройной 
азеотроп 9 в масштабе всей диаграммы должен 
быть узловой точкой с отрицательным индек-
сом Пуанкаре (т.е. неустойчивым узлом), при 
этом индекс Пуанкаре особой точки четырёх-
компонентного азеотропа должен быть положи-
тельным, а во втором случае – положительным 
седлом. Рассмотрим лишь случай, реализующий 
внутренний азеотроп. Для определения типа 
особой точки выделим в пространстве диаг-
раммы из всех возможных поверхностей ту, что 
ограничена контуром 3-8-1-7-9-3 (рис. 3б). 
Данная структура топологически подобна 
диаграмме дистилляционных линий тройной 
системы класса 3.2.1-2б, причём внутри контура 
неизбежно появляется ещё одна особая точка – 
она соответствует четырёхкомпонентному азеот-
ропу. В двух рассмотренных выше примерах 
структура поверхностей, выбранных в качестве 
определяющих, оказывалась такова, что вблизи 
внутренней особой точки траектории имели гипер-
болический ход. Собственно, на этом определение 
типа особой точки можно было закончить, так 
как двумерное седло в трёхмерном прост-
ранстве может оказаться частью седловой точ-
ки, но никак не узловой. Здесь же (рис. 3в) в 
пределах выбранной поверхности точка оказы-
вается неустойчивым узлом с двумя отрица-
тельными характеристическими корнями, кото-
рый в пространстве трёхмерной диаграммы-
тетраэдра может быть как узлом, так и седлом в 
зависимости от знака третьего характеристи-
ческого корня. Поэтому определение знака λ3 в 
подобных рассматриваемому случаях обяза-
тельно. Так как индексе Пуанкаре точки 10 
положителен, то λ3 > 0; особая точка, соответ-
ствующая четырёхкомпонентному азеотропу, таким 
образом, является в пространстве диаграммы седлом 

(случай 5 табл. 1).  
Рассмотрим далее пример диаграммы с 

несколькими тройными азеотропами, например, 
с тремя (рис. 4). Дополнительные рёбра 
ориентированного графа (рис. 4б) опущены, 
дабы излишне не загромождать рисунок. 

 

 
Рис. 4. Пример диаграммы с тремя тройными 
азеотропами: а – развёртка диаграммы; б – 

неполный ориентированный граф диаграммы. 
 

Сумма индексов Пуанкаре граничных осо-
бых точек, определённых относительно трёх-
мерного пространства диаграммы (рис. 4б), без 
учёта тройных азеотропов равна здесь +1. 
Поэтому с точки зрения алгебры индексов, 
сумма которых в случае трёхмерного замк-
нутого многообразия (внутренняя точка, т.е. 
четырёхкомпонентный азеотроп имеет при этом 
коэффициент повторяемости 2) должна быть 
равна нулю, в зависимости от сочетания трой-
ных азеотропов возможны следующие различ-
ные диаграммы (табл. 2). 

В действительности развёртка рис. 4а может 
образовать не 7, а только 5 типов диаграмм, что 
объясняется её симметричностью, благодаря 
которой 2 из трёх диаграмм с отсутствующим 
четырёхкомпонентным азеотропом могут быть 
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приведены друг к другу простым опрокиды-
ванием относительно оси симметрии, так же как 
и две из трёх диаграмм с четырёхкомпонентным 
азеотропом, особая точка которого имеет отри-
цательный индекс Пуанкаре. Однако в общем 
случае несимметричной диаграммы реализую-
тся все 7 вариантов. 

 

Табл. 2. Возможные комбинации индексов 
Пуанкаре тройных азеотропов развёртки рис. 4, 
соответствующие различным диаграммам дис-

тилляционных линий. 
№ 
п.п. 

i(Az4) i(Az3.1) i(Az3.2) i(Az3.3) 

1 +1 –1 –1 
2 –1 +1 –1 
3 

Азеотроп 
отсутствует 

–1 –1 +1 
4 +1 –1 –1 –1 
5 –1 +1 +1 
6 +1 –1 +1 
7 

–1 
+1 +1 –1 

 

Рассмотрим диаграммы, имеющие в своём сос-
таве четырёхкомпонентный азеотроп (рис. 5). 

Индекс Пуанкаре четырёхкомпонентного 
азеотропа оказывается положительным лишь 
при условии наличия отрицательных индексов 
Пуанкаре у всех трёх тройных азеотропов. По-
этому здесь возможна только одна диаграмма – 
с двумя отрицательными тройными сёдлами 10 
и 11 и с одним отрицательным тройным узлом 9 
(рис. 5а). Для определения типа четырёхкомпо-
нентного азеотропа выделим одну из сепара-
трических поверхностей, ограниченную конту-
ром 1-10-5-9-6-11-1. Её структура соответствует 
диаграмме дистилляционных линий тройной 
системы класса 3.3.1-4, при этом внутри кон-
тура появляется особая точка четырёхкомпо-
нентного азеотропа (рис. 5а). В пределах рас-

сматриваемого сечения диаграммы эта точка 
является седлом, поэтому можно утверждать, 
что и в трёхмерном пространстве диаграммы 
она останется таковой (случай 1 табл. 1). 

Четырёхкомпонентный азеотроп оказывает-
ся с отрицательным индексом Пуанкаре тогда, 
когда два тройных азеотропа имеют поло-
жительный индекс Пуанкаре, а третий – отри-
цательный (табл. 2). Здесь возможны 2 вари-
анта: 1) положительные сёдла 10 и 11, отри-
цательный узел 9; 2) положительные сёдла 9 и 
10 (11), отрицательное седло 11 (10). Первый 
вариант представлен на рис. 5б; для опреде-
ления типа четырёхкомпонентного седла выде-
лена поверхность, ограниченная контуром 8-10-
12-2-5-4-11-8, топологически подобная тройной 
диаграмме класса 3.3.1-3а. Второму варианту 
соответствует рис. 5в. Здесь азеотропная точка 
является узловой, в том числе и в двумерном 
пространстве определяющей поверхности, замк-
нутый контур которой подобен тройной диаг-
рамме класса 3.3.1-1с. 

Необходимо отметить, что структура диаг-
раммы рассматривается нами в контексте эво-
люции от простого к сложному, при которой 
точка четырёхкомпонентного азеотропа в об-
щем случае появляется как следствие измене-
ния знака индекса Пуанкаре одного из тройных 
азеотропов. Поэтому условием выбора в качест-
ве определяющей той или иной разделяющей 
поверхности является включение в её структуру 
именно того тройного азеотропа, который по-
рождает внутреннюю особую точку. В против-
ном случае точка четырёхкомпонентного азеотропа 
может не принадлежать такой поверхности. 

 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект № 10-08-00785А). 
 

 
Рис. 5. Определение типа особой точки, соответствующей четырёхкомпонентному азеотропу, для 

различных диаграмм, имеющих общую развёртку с тремя тройными азеотропами. 
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