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ассмотрена теория теплового удара для вязкоупругих тел. Сформулированы определяющие 
соотношения в рамках квазистатической задачи термовязкоупругости. Описана термическая 
реакция на тепловой удар бесконечной области, ограниченной изнутри сферической 
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Введение 
 
 

Проблема термического удара – одна из 
центральных в термомеханике. Её исследования 
на основе моделей динамической термоупру-
гости получили широкое развитие: изучены 
физические закономерности термонапряжён-
ного состояния в изотропных и анизотропных 
упругих телах на основе классических феноме-
нологий Фурье и Максвелла-Каттанео-Лыкова о 
конечной скорости распространения теплоты в 
твёрдых телах; развита обобщённая теория 
сопряжения термомеханических полей с полями 
различной физической природы (электрических, 
магнитных); сформулированы определяющие 
соотношения линеаризованной теории с учётом 
тепловой памяти. Систематизация результатов, 
накопленных в этой области термомеханики, 
дана в обзорах автора [1, 2] и монографии [3]. 

Проведённые исследования указанной проб-
лемы выполнены, в основном, для большинства 
технически важных материалов, подчиняю-
щихся закону Гука. В соответствующих матема-
тических моделях в терминах динамических, 
квазистатических или статических задач термо-
упругости материал считается однородным и 
изотропным, термомеханические коэффициенты 
являются постоянными величинами, не зави-
сящими от температуры, и рассматриваемые 
разности температур не слишком велики, то 
есть температура не превышает некоторого 
предельного значения, зависящего от материала, 
и напряжения не достигают границы текучести. 
Считается [4], что при относительно низком 
уровне температур и напряжений поведение 
широкого класса материалов находится в хоро-
шем соответствии с теорией термоупругости. 
Остановимся на определяющих соотношениях 
этой теории. 

Пусть D – конечная или частично ограни-
ченная выпуклая область пространства 

 zyxM ,, , находящаяся в условиях термонапряжен-

ного состояния, S – кусочно-гладкая поверхность, 

ограничивающая область D,  321  ,, nnnn   – 

внешняя нормаль к S,  tMT ,  –  распределение 

температуры в области D при 0 t , 0T  –  

начальная температура, при которой область 
находится в недеформированном и ненапряжён-
ном состоянии. Пусть  tMij , ,  tMij , , 

 tMUi ,  zyxji ,,,   – соответственно, компо-

ненты тензоров напряжения, деформации и 
вектора перемещения, удовлетворяющие основ-
ным уравнениям (несвязанной) термоупругости: 
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где G –  модуль сдвига, при этом   12G , 

E , Е – модуль Юнга,   – коэффициент 
Пуассона, ij  – символ Кронекера, T  –  

коэффициент линейного теплового расши-
рения,      xxyyxxtMUdivtMe   ,,


 – 

объёмная деформация, связанная с суммой нор-
мальных напряжений   zzyyxxtM  ,   
соотношением 
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К соотношениям (3) – (4) следует также 
присоединить граничные условия  
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jji ,,  , SM  , 0 t  на той 

части поверхности, где заданы напряжения и 
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   tMtMU ii ,,  , SM  , 0 t  на той части 

поверхности, где заданы перемещения; для 
частично ограниченной области следует 
добавить условие ограничен-ности в D  при 

0 t  всех функций, входящих в (1)–(3). 
При повышенных температурах и более 

высоком уровне напряжений понятие об 
упругом теле становится недостаточным: почти 
у всех материалов обнаруживается более или 
менее отчетливо выраженное явление вязкого 
течения. В этом случае поведение реального 
тела принято называть вязкоупругим, так как 
тело одновременно проявляет упругие и вязкие 
свойства. Чтобы математически описать неуп-
ругое поведение тела при заданных условиях 
нагрева и напряжения, необходимо соответст-
вующим образом обобщить соотношения между 
напряжениями и деформациями (3)–(4). Эти 
обобщения ведутся по разным направлениям 
[4], хотя четко разграничить их не всегда 
возможно. Наиболее общие подходы к проблеме 
основываются на представлениях и методах 
физики твёрдого тела. Чтобы получить сведения 
о механических характеристиках материала, 
рассматривается его микроструктура (кристал-
лическая, поликристаллическая, аморфная). 
Другой подход состоит в том, что отвлекаясь от 
особенностей микроструктуры материала, 
рассматривать тело как сплошное и искать 
форму соотношений между напряжениями и 
деформациями, исходя из общих принципов 
механики и термодинамики сплошных сред. 
Наконец, наиболее формальный способ анализа 
заключается в том, что выбираются некоторые 
простые формы соотношений между напряже-
ниями и деформациями, описывающие различ-
ные типы неупругих явлений, как ползучесть, 
релаксация напряжений, пластическое течение, 
упрочнение. Реологические модели, которые 
учитывают одновременно протекающие процессы 
упругого деформирования и вязкого течения, 
благодаря достаточной простоте принятых 
соотношений между напряжениями и дефор-
мациями, дают возможность математически 
проанализировать, как будут вести себя реаль-
ные тела в различных условиях нагружения. В 
этом отношении учёт реологических эффектов 
имеет большое значение при проектировании 
элементов конструкций, подвергающихся воз-
действию высоких температур. 

 
Зависимости между напряжениями  

и деформациями 
 
Так как соотношения между напряжениями 

и деформациями для вязкоупругих материалов 
содержат время, то соответствующие матема-
тические модели будут нестационарными и, 
следовательно, динамическими. Однако такие 

задачи, за очень немногими исключениями, 
можно рассматривать как квазистатические, 
учитывая микросекундные времена действия 
инерционных эффектов [1–6] и, таким образом, 
в (1) можно пренебречь влиянием ускорений 
(уравнения движения заменяются на уравнения 
равновесия при 0  ). 

Для формулировки реологических законов, 
связывающих напряжения и деформации, 
введём девиатор напряжений  tMSij ,  и 

девиатор деформаций  tMeij ,  соотношениями 

ijijijS   , ijijije   , (5) 

где   и   –  среднее нормальное напряжение и 
среднее удлинение 
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При помощи этих девиаторов соотношения 
(3)–(4) можно записать в виде: 

ijij GeS 2 , (7) 
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Эти равенства описывают поведение 
линейно упругой среды. Если к соотношениям 
закона Гука добавить слагаемое, выражающие 
ньютонов закон вязкости (последовательное или 
параллельное соединение пружины и вязкого 
сопротивления [6]), то полученные зависимости 
между напряжениями и деформациями будут 
приводить к среде Максвелла 
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и к среде Кельвина (или Фойхта) 
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При этом соотношение (8) остаётся без 
изменения. Последнее означает, что при 
гидростатическом сжатии или растяжении тело 
ведёт себя как вполне упругое. Постоянная 

G   носит название время релаксации в (9) 

и время запаздывания в (10),   – вязкость мате-

риала. При тепловом ударе (мгновенное нагрева-
ние или охлаждение граничной поверхности) 
напряжения скачкообразно изменяется на 
величину [3]  0TTE cT   , где  tMTTc , , 

SM  , 0 t . В упругой среде эти напряжения 
остаются неизменными, а в среде Максвелла 
начинается вязкое течение, вследствие которого 
напряжение непрерывно убывает, асимпто-
тически приближаясь к нулевому значению. В 
среде Кельвина, напротив, скачок напряжения 
превышает соответствующие упругое значение, 
к которому это напряжение впоследствии 
асимптотически приближается (рис. 1). Разу-
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меется, поведение материалов на практике 
сложнее случаев (9)–(10), однако, если 
основываться на применении простейших 
моделей, то для металлов при высоких 
температурах и для полимеров, сочетающих 

процессы упругого деформирования и вязкого 
течения, можно использовать схему Максвелла, 
а для материалов с внутренним трением при 
изучении затухающих колебаний – схему 
Кельвина. 

 
Рис. 1. Особенности поведения упругой и вязкоупругой среды при тепловом ударе. 

 
Для упрощения дальнейших рассуждений введём следующие обозначения: 
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где а – температуропроводность материала, R – масштабная единица. Соотношения (7)–(10) 
записываются в виде: 
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Наиболее общие линейные зависимости между напряжениями и деформациями для 

вязкоупругих (механически и термически изотропных) тел могут быть представлены в следующей 
форме: 
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   

    







































.  ,

,  ,

0
2

0
2

0
1

0
1

n

nh

n
nn

nf

n
n

n

nq

n
nn

np

n
n

hDQfDP

qDQpDP



  (15) 

Коэффициенты np , nq , nf , nh  –  постоянные материала (в наиболее общем случае они могут 

быть функциями координат и времени). Так для среды Максвелла (12) 
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Упруго-вязкоупругая аналогия 
 

Алфрей и Ли показали, что анализ поведения вязкоупругих тел может быть сведён к 
рассмотрению некоторых эквивалентных упругих задач. Хилтон и Штернберг (ссылки в [6]) 
обобщили аналогию Алфрея – Ли на случай температурных напряжений и показали, что каждая 
решённая квазистатическая задача термоупругости сразу же даёт соответствующее вязкоупругое 
решение. В предлагаемой ниже теории все коэффициенты полиномов (14) принимаются 
постоянными, напряжение и температура в начальный момент равны нулю, как и их производные 
по времени до достаточно высокого порядка. В пространстве изображений по Лапласу 
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****

  , SM  . (19) 

Уравнения (18)–(19) совпадают с уравнениями линейно упругого тела той же формы, если 
считать, что модуль сдвига и коэффициент Пуассона в изображении по Лапласу принимает 
значения 

   
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    

   
 

.

  ,
2

2
  ,

2

1

2

2

1

1

sP

sQ
sK

sGsK

sGsK
s
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




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 (20) 

Таким образом, исходная задача о температурных напряжениях вязкоупругого тела оказалась 
сведённой к эквивалентной задаче термоупругости. Решив эту задачу в пространстве изображений и 
заменив величины G  и   на их изображения (20), после выполнения обратного преобразования 
найдем решение задачи для термовязкоупругого тела. Для этого необходимо предварительно 
вычислить все величины в (20). Согласно (16) (17) находим: 

для среды Максвелла 
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для среды Кельвина 
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Теперь из (20) находим: 
для среды Максвелла 
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для среды Кельвина 
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Термическая реакция вязкоупругого пространства, ограниченного изнутри сферической 

поверхностью 
 

Рассмотрим бесконечную среду с начальной температурой 0T , содержащую сферическую полость 

радиуса R. Тепловой удар создаётся тем, что в момент 0t  поверхность этой полости мгновенно 
принимает температуру cT  и далее поддерживается при этой температуре. В сферической системе 

координат  ,,r  в условиях центральной симметрии температурная функция  trTT , , 

напряжения  trijij ,  , деформация  trijij ,    ,,, rji  . При этом 0ij , 0ij  для ji  , 

перемещения 0  UU ,  trUU rr , . В случае нагрева сферической поверхности cTT 0 , 

  cTtrTT  ,0 ; в случае охлаждения 0TTc  ,   0, TtrTTc  . Требуется описать термическую 

реакцию рассматриваемой области в вязкоупругом состоянии, предполагая сферическую 
поверхность свободной от напряжений. Задачу запишем в перемещениях [3] в координатах  , , 

где 
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0
0
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1
1
W , 0 , (31) 

  ,W ,  1 , 0 . (32) 

При этом: 
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Опуская длительные выкладки, запишем операционное решение задачи (25) – (34) в 

пространстве изображений по Лапласу  



0

exp  ds . 

Находим последовательно: 

     1exp
11

, s
s

sW  


 ; (35) 
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где 

   



1

2 , , dxsxWxsF . (39) 

Переходя в пространство оригиналов, запишем решение термоупругой задачи: 
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(40) 

 
где 
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1
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 (41) 

Здесь      ,1* zz         
z

dyyz
0

2exp2   – функция Лапласа. 

Рассматривая зависимость решения от времени   (при фиксированном  ) замечаем, что при 

режиме нагревания  00 TTc  UW    ,  и    являются монотонно возрастающими функциями 

 ;   возрастает, достигает положительного максимума и далее стремится к отрицательному 

стационарному значению      32 211    при  . На поверхности сферы 1  

имеем:    1    11    при нагревании и    1    11    при охлаждении 

 00 TTc , причём эти значения окружных напряжений имеют место не только при  , но и в 

продолжение всего процесса нагрева или охлаждения (при 0 ). 
Переходя к вязкоупругой области, необходимо в изображениях (36)–(38) заменить   и G на их 

изображения  s  и  sG , то есть записать: 
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Вестник МИТХТ, 2012, т. 7, № 3 

69 

   
 

   sFsG
s

s
s , 

1

1

1
4,

3



 




 ; (43) 

   
 
 

      ., , 
1

1

1
2

,,

3 



















sWsFsG
s

s

ss






 

 (44) 

 

Далее в (42)–(44) с помощью соотношений (23)–(24) переходим к оригиналам по формулам 
операционного исчисления. Опуская длительные выкладки, окончательно находим: 
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где   ,F  –  функция (41), 
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Рис. 2.  Поведение окружного напряжения на поверхности сферы. 

 
Некоторые результаты вычислений представлены на рис. 2, где приведена зависимость 

окружного безразмерного напряжения   ,~  от безразмерного времени   на поверхности 

полости 1  в условиях охлаждения (в (46) и (47) справа знаки меняются на противоположные, 

так как слева   00 TTc ). Рис. 2 в соответствии с графиками на рис. 1 наглядно показывает 

особенности термической реакции в вязкоупругой области на тепловой удар по сравнению с 
упругой областью, изученные в рамках квазистатической задачи термовязкоупругости. 

 
Заключение 

 
Исследование проблемы теплового удара для вязкоупругих сред принадлежит к числу 

достаточно трудных вопросов термомеханики. Одним из выходов из этой ситуации является 
переход от динамических задач к квазистатическим. В этом случае появляется возможность 
исследовать проблему аналитически до конца. Что касается учёта инерционных эффектов, то эти 
случаи в литературе практически не рассмотрены и автор предполагает изучить эту проблему в 
последующих публикациях. 
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