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Во многих случаях на предварительном этапе 
проектирования химико-технологических сис-
тем (ХТС) целесообразно использование доста-
точно простых математических моделей, позво-
ляющих решать задачи, связанные с опре-
делением предельных стационарных состояний 
и принципиальной работоспособности ХТС. 
Очевидно, что при решении задач подобного 
типа теплофизические характеристики потоков 
не являются существенными, поэтому урав-
нения тепловых балансов в таких моделях 
обычно не рассматриваются. В частности, при 
анализе предельных стационарных состояний 
процесса ректификации может быть исполь-
зована простейшая математическая модель 
ректификационной колонны (рис. 1), базирую-
щаяся на следующих допущениях: колонна 
имеет бесконечную высоту и работает в режиме 
бесконечного орошения [1]. Эти допущения, 
которые обычно обозначаются как ∞/∞, 
позволяют говорить, что колонна обладает 
бесконечной разделительной способностью, т.е. 
в ней могут реализовываться только четкие, 
получеткие или промежуточные четкие разде-
ления [1]. 

 
Рис. 1. Простая ректификационная колонна. 
 
Рассмотрим математическое описание такой 

ректификационной колонны и различные варианты 
постановки задачи ее расчета. В общем случае, 

если число уравнений математической модели 
m  меньше числа неизвестных l , то все пере-
менные, входящие в математическое описание, 
могут быть разделены на две группы: свободные 
(независимые) переменные и зависимые пере-
менные. Количество свободных переменных 
(число степеней свободы системы) определяется 
как разность между общим числом переменных 
и числом уравнений их связывающих, т.е. число 
свободных переменных s  и зависимых пере-
менных p  соответственно будет равно 

mls −=  (1) 
и 

mslp =−= . (2) 
В общем случае при проведении расчета 

ХТС свободным переменным присваиваются 
некоторые численные значения. Величины 
остальных зависимых переменных опреде-
ляются из решения уравнений математической 
модели, число которых в данном случае уже 
равно числу неизвестных. 

С точки зрения математики вопрос о том, 
какие переменные могут быть приняты за 
свободные, а какие – за зависимые не имеет 
принципиального значения. Здесь строго 
определено только их количество. Однако при 
расчете конкретных аппаратов или систем 
выбор свободных переменных является сущест-
венным, так как он определяет тип постановки 
задачи расчета. 

При математическом моделировании ХТС 
обычно выделяют два основных варианта рас-
чета: поверочный и проектный. Указанные типы 
расчета, в общем случае, отличаются друг от 
друга задаваемой последовательностью причинно-
следственных связей. В поверочном расчете в 
качестве свободных переменных задаются, 
условия, обеспечивающие функционирование 
системы (это причина), и находятся, вызванные 
данной причиной, значения результирующих 
зависимых переменных (это следствие), т.е. 
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причина (задана) →ищется → 
→ следствие (результат расчета) 

 

При проектном расчете, наоборот, задаются 
желаемые значения результирующих пере-
менных (это следствие) и ищутся условия (это 
причина), обеспечивающие получение желае-
мого результата, т.е. 

 

следствие (задано) →ищется → 
→причина (условия, обеспечивающие результат) 

 

Поверочный расчет представляет собой, так 
называемую, прямую задачу. Предполагается, 
что вид математической модели и численные 
значения ее параметров известны. Необходимо, 
по заданным значениям свободных переменных, 
рассчитать значения зависимых переменных. В 
общем случае, поверочный расчет является 
аналогом проведения эксперимента. То есть, в 
нем в качестве свободных переменных задаются 
условия функционирования системы (конструк-
тивные и режимные параметры) и рассчиты-
ваются значения некоторых результирующих 
переменных, соответствующие этим условиям. 
В силу этого, задача расчета в поверочном 
варианте всегда имеет решение (при проведении 
эксперимента мы всегда получаем какой-то 
результат). Поверочный расчет, в частности, 
используется на начальных этапах моделиро-
вания при выборе и проверке адекватности 
математической модели. 

Задача проектного расчета относится к 
более сложной, так называемой, обратной 
задаче и используется для целей проекти-
рования и оптимизации. При таком расчете в 
качестве свободных (задаваемых) переменных 
выступают как некоторые переменные, опреде-
ляющие условия функционирования системы, 
так и часть переменных, характеризующих 
результат ее работы. Задачей расчета является 
определение значений всех остальных незадан-
ных (зависимых) переменных. Очевидно, что 
задача проектного расчета не всегда имеет 
решение, так как мы можем задать такие 
требования к результату процесса, которые не 
могут быть физически реализованы на модели-
руемом объекте ни при каких условиях. Следует 
отметить, что существующие коммерческие про-
граммные продукты, предназначенные для 
моделирования химико-технологических сис-
тем, не всегда позволяют за один проход решать 
задачу проектного расчета. В этом случае 
проектный расчет может быть заменен серией 
поверочных расчетов. 

Рассмотрим поверочный и проектный расчет 
ректификационной колонны при использовании 
допущений ∞/∞. 

В соответствии с обозначениями на рис. 1, 
запишем систему уравнений покомпонентного 
материального баланса в стационарных условиях: 

niwdf iii  ,1  ,0 ==−− , (3) 
где if , id , iw  – мольный поток i -го компо-
нента на входе в колонну, в дистилляте и в 
кубовом продукте соответственно, кмоль/ч; n  – 
число компонентов. 

Уравнения баланса (3) могут быть допол-
нены условием нормировки по суммарному 
потоку дистиллята: 

Dd
n

j
j =∑

=1
, (4) 

где D  – суммарный поток дистиллята, кмоль/ч. 
Кроме того, исходя из физического смысла 

переменных и закона сохранения массы, 
должны выполняться следующие ограничения: 

niwdf iii  ,1   ,0   ,0   ,0 =≥≥≥  (5) 
и 

nifwfd iiii ,1  ,  , =≤≤ . (6) 
Из (3) и (4) следует, что колонна опи-

сывается 1+n  уравнениями, содержащими 
13 +n  переменных. При этом в соответствии с 

(1) и (2) число свободных переменных s  (число 
степеней свободы) и зависимых переменных p  
соответственно равно 

nnns 2)1()13( =+−+=  (7) 
и 

1213 +=−+= nnnp . (8) 
Следовательно, для того, чтобы система 

уравнений (3) и (4) была полностью определена 
(число уравнений равно числу неизвестных) 
необходимо задать численные значения для n2  
свободных переменных или добавить n2  
уравнений связывающих их. Для получения 
дополнительных балансовых уравнений вос-
пользуемся тем фактом, что при использовании 
допущений ∞/∞ в колонне могут реализо-
вываться только четкие, получеткие или про-
межуточные четкие разделения. 

Рассмотрим частный случай разделения трех 
компонентной зеотропной смеси со следующим 
распределением температур кипения компо-
нентов: 000

CBA ttt << . В этом случае система (3) и 
(4) состоит из 4-х уравнений, содержащих 10 
неизвестных. Число степеней свободы системы 
равно 6.  

Для получения дополнительных балансовых 
уравнений, уменьшающих число степеней сво-
боды, рассмотрим все возможные типы пре-
дельных разделений (рис. 2), соответствующих 
различным значениям суммарного потока 
дистиллята D . 
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Рис. 2. Эволюция предельных разделений ректификационной колонны в зависимости  
от величины потока дистиллята. 

( wdf xxx ,, – векторы составов питания, дистиллята и кубового продукта соответственно; прямые линии  

wd xx − – линии материального баланса, затонированная область – область постоянных концентраций). 
При отсутствии отбора дистиллята колонна 

работает в одноотборном режиме, при котором 
в соответствии с материальным балансом состав 
кубового потока должен совпадать с составом 
потока питания (рис. 2а). При низких значениях 
потока дистиллята (рис. 2б), реализуется 
разделение типа A-ABC (здесь буквы перед 
дефисом обозначают качественный состав 
дистиллята, после дефиса – состав кубового 
продукта). При AfD =  реализуется первое чет-
кое заданное разделение (рис. 2в). 

Очевидно, что при AfD > , в составе 
дистиллята должен появиться среднекипящий 
компонент В и будет реализовываться разде-
ление типа AB-BC (рис. 2г). При BA ffD +=  
реализуется второе четкое заданное разделение 
(рис. 2д). Тип разделения ABC-C имеет место, 
когда величина D становится больше, чем 
количество компонентов А и В в потоке пита-
ния ( )BA ffD +>  (рис. 2е). При отсутствии 
отбора кубового продукта (рис. 2ж) колонна 
работает в одноотборном режиме по дистил-
ляту, и состав дистиллята совпадает с составом 
питания. Графический вид качественных зави-
симостей мольных потоков компонентов в 
дистилляте от суммарного отбора дистиллята 
представлен на рис. 3. 

Из рассмотренной эволюции стационарных 
состояний ректификационной колонны (рис. 2) 
и зависимости мольных потоков компонентов в 
дистилляте от величины D  (рис. 3) следует, что 
при увеличении суммарного потока дистиллята 
компоненты разделяемой смеси в продуктовых 
потоках появляются и исчезают последова-
тельно в порядке возрастания или убывания их 
температур кипения. Следовательно, для трех 

компонентной смеси возможна реализация 
только трех типов разделения, характеризую-
щихся следующим качественным распределе-
нием компонентов в потоках дистиллята и 
кубового продукта: А-АВС, АВ-ВС и АВС-С. 

 

 
Рис. 3. Зависимость мольных потоков 

компонентов в дистилляте от суммарного потока 
дистиллята. 

 

Каждое из этих разделений может быть 
описано следующими дополнительными балан-
совыми уравнениями: 

• тип разделения А-АВС (при AfD ≤≤0 ): 
0=Bd , 0=Cd , (9) 

• тип разделения АВ-ВС  
(при BAA ffDf +≤< ): 

0=Cd , 0=Aw , (10) 

• тип разделения АВС-С  
(при CBABA fffDff ++≤<+ ): 

0=Aw , 0=Bw . (11) 

D

Bf

Cf
Bd

Cd  

Ad

 A
fD= BA ffD += CBA fffD ++=

Af

Ad Bd  Cd  
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Добавление данных балансовых уравнений к 
(3) и (4) дает математическое описание колонны 
для различных типов разделения. На первый 
взгляд может показаться, что соотношения (9), 
(10) и (11) относятся к проектной постановке 
задачи, поскольку в них задаются некоторые 
выходные характеристики процесса. Однако это 
не так, поскольку данные уравнения являются 

автоматическим следствием используемых 
допущений ∞/∞, при которых в колонне могут 
реализовываться только четкие, получеткие или 
промежуточные четкие разделения. 

Таким образом, модель ректификационной 
колонны состоит из трех различных под-
моделей, описывающих конкретный тип 
предельного разделения (таблица). 

 

Уравнения математической модели 
Величина потока 

дистиллата AfD ≤≤0  BAA ffDf +≤<  
CBA

BA
fff

Dff
++≤

≤<+
 

Тип разделения А-АВС АВ-ВС АВС-С 
Номер модели 1 2 3 
Уравнения модели 0=−− AAA wdf  

0=−− BBB wdf  
0=−− CCC wdf  
Dddd CBA =++  

       0=Bd  
        0=Cd  

0=−− AAA wdf  
0=−− BBB wdf  
0=−− CCC wdf  
Dddd CBA =++  

     0=Cd  
     0=Aw  

0=−− AAA wdf  
0=−− BBB wdf  
0=−− CCC wdf  
Dddd CBA =++  

    0=Aw  
     0=Bw  

 

Нетрудно видеть, что каждая подмодель 
представляет собой систему из 6-ти линейных 
уравнений с 10-ю неизвестными. Следовательно, 
число степеней свободы системы равно 4, и для 
ее однозначного решения необходимо задать 
численные значения для четырех переменных. 
При этом необходимо учитывать наличие 
ограничений (5) и (6). С использованием полу-
ченных моделей рассмотрим более подробно 
возможные варианты расчета колонны. 

 

Поверочный вариант расчета 
При поверочном варианте расчета в качестве 

свободных переменных следует выбирать те 
параметры ректификационной колонны, которые 
можно свободно менять в процессе постановки 
натурного эксперимента [2]. Такими четырьмя 
параметрами являются значения потоков пита-
ния Af , Bf , Cf  и величина суммарного отбора 
дистиллята D . При заданных численных значе-
ниях указанных параметров каждая из мате-
матических моделей (таблица) представляет 
собой систему из 6-ти уравнений с шестью 
неизвестными, откуда и могут быть определены 
оставшиеся шесть зависимых переменных.  

Рассмотрим в качестве примера первый тип 
разделения А-АВС ( AfD ≤≤0 ). В этом случае 
использование математической модели № 1 
позволяет найти шесть неизвестных зависимых 
переменных iw  и id  ( CBAi ,,= ) 

.0
,0
,

,
,

,

=
=
=

=−=
=−=

−=−=

C

B

A

СССС

BBBB

AAAA

d
d

Dd
fdfw
fdfw

Dfdfw

 (12) 

Таким образом, в поверочном варианте 
расчета при заданных мольных потоках ком-
понентов в питании колонны единственным 
управляющим параметром, от которого зависят 
значения мольных потоков компонентов в кубе 
и дистилляте, является суммарный поток 
дистиллята D . 

 

Проектный вариант расчета 
 

При проектном варианте расчета ректи-
фикационной колонны в качестве задаваемых 
(свободных) переменных обычно выбираются 
количества компонентов во входном потоке и 
количества некоторых компонентов в потоках 
куба и дистиллята, значения которых опре-
деляют требуемую степень разделения. При 
этом в качестве зависимых (рассчитываемых) 
переменных выступают конструктивные и 
режимные параметры (например, количество 
тарелок, точка подачи питания, флегмовое 
число и т.д.), обеспечивающие заданное 
качество разделения, а также количества 
компонентов в выходных потоках, которые не 
были заданы. Еще раз отметим, что проектный 
расчет представляет собой решение обратной 
задачи и, следовательно, некорректное задание 
свободных переменных может привести к 
отсутствию физически осмысленного решения. 

В рассматриваемом нами примере число 
степеней свободы системы (количество свобод-
ных переменных) равно 4. Тогда, например, 
могут быть заданы три входных потока Af , Bf , 

Cf  и значение одного из выходных мольных 
потоков Ad , Bd , Cd , Aw , Bw , Cw . В этом 
случае, результатом расчета будет являться 
суммарный поток дистиллята D , обеспечи-
вающий заданную величину выходного потока, 
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а также значения всех остальных мольных 
потоков. При выполнении проектного расчета, в 
зависимости от рассматриваемого типа разде-
ления, используется одна из моделей, пред-
ставленных в таблице, с учетом системы 
ограничений (5) и (6). 

Допустим, что мольные потоки компонентов 
в питании колонны Af , Bf , Cf  заданы, а также 
задана желаемая величина мольного потока, 
например, компонента В в дистилляте Bd . Тогда 
задачей проектного расчета является опреде-
ление величины суммарного потока дистиллята, 
обеспечивающей заданное значение Bd . Очевидно, 
что присутствие в дистилляте компонента В 
соответствует разделению типа АВ-ВС, если 

BB fd <  или типа АВС-С, если BB fd = . Если, 
например, BB fd < , то следует использовать 
вторую модель из таблицы, которая позволяет 
рассчитать суммарный поток дистиллята, а также 
значения всех остальных мольных потоков 
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 (13) 

Очевидно, что рассмотренный пример 
проектного расчета не является единственным, 
поскольку возможно задание различных наборов 
значений мольных потоков компонентов в 
дистилляте и кубовом продукте. Для рас-
смотрения всех возможных вариантов проект-
ного расчета представим линейную систему 
балансовых уравнений из таблицы в матричном 
виде: 

0Ax = , (14) 
где A  – матрица коэффициентов при пере-
менных размера ( lm× ); x  – вектор переменных 
размера ( l ); 0  – нулевой вектор размера ( m ); 
m  – число уравнений; l  – число переменных. 

С учетом разделения элементов вектора x  на 
свободные и зависимые переменные, матрица 
A  может быть разделена на две подматрицы и 
система (14) приводится к виду 

[ ] [ ]0
x
x

AA =








с

з
cз      , (15) 

откуда следует, что 

ссзз xAxA −= , (16) 
где зA  ( mm× ) и сA  ( mlm −× ) – подматрицы 
коэффициентов, относящихся к зависимым и 
свободным переменным соответственно; зx  и 

сx  – векторы, состоящие из зависимых и 
свободных переменных, имеющих размер ( m ) и 
( ml − ) соответственно. 

Тогда из (16) может быть получено решение 
системы (14) в виде связи между зависимыми и 
свободными переменными 

)(1
ссзз xAAx −= − . (17) 

Из (17) видно, что для получения решения 
должна существовать обратная матрица 1−

зA , 
т.е. детерминант зA  должен быть отличен от 
нуля ( 0det ≠зA ), и, следовательно, ее столбцы 
или строки должны быть линейно незави-
симыми. Следовательно, на выбор свободных 
переменных наложены определенные ограни-
чения: свободные переменные следует выбирать 
таким образом, чтобы оставшиеся (зависимые) 
переменные соответствовали линейно незави-
симым столбцам матрицы A  (образовывали 
подматрицу коэффициентов зA  с ненулевым 
детерминантом). 

Например, для разделения типа АВ-ВС в 
соответствии со второй моделью из таблицы и 
(15), матрицы коэффициентов и векторы 
переменных имеют вид 



























=

0   0   0   0   1  0   0   0  0  0
0   0   0   1   0  0   0   0  0  0
1-  0   0   0   1   1   1   0  0  0
0   1-  0   0   1- 0   0   1  0  0
0   0   1-  0   0   1- 0   0  1  0
0   0   0   1-  0   0   1- 0  0  1

A , 

),,,,,,,,,( Dwwwdddfff CBACBACBA
T =x , 

(18) 

. , 

 1   0  0  0
 0   1  0  0

1 0  1  0
0   0  0  1

,   , 

0    0    0     0     1    0 
0    0    0     1     0    0 
1  0    0     0     1     1 
0    1  0     0     1  0 
0    0    1   0    0     0 
0    0    0     1  0    1





















=


















−

=



























=



























−
−−

−
−−

=

B

C

B

A

сс

C

B

A

C

A

зз

d
f
f
f

D
w
w
w
d
d

xA

xA

 (19) 

Так как 0det ≠зA , то из (17) и (19) может 
быть получено ранее найденное решение (13). 

Очевидно, что возможны и другие ком-
бинации наборов свободных и зависимых 
переменных, каждому из которых будут 
соответствовать свои матрицы cA  и зA . Число 
этих комбинаций КN  для данного случая будет 
равно числу сочетаний из 10 по 6, т.е. 

6
10CNК = =210. Из данного количества ком-

бинаций необходимо вычесть те наборы, 
которые дают матрицы зA  с нулевым опре-
делителем, т.е. матрицы, содержащие линейно 
зависимые строки или столбцы. Таким образом, 
для заданного типа разделения число возмож-
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ных вариантов постановки задачи расчета, 
имеющей решение, будет равно 

)0(det6
10 =−= зp NCN A , (20) 

где )0(det =зN A  – количество матриц зA  с 
нулевым детерминантом. 

Матрицы зA  с нулевым определителем воз-
никают, в частности, при попытке выбрать в 
качестве свободных все переменные, входящие 
в какое-либо уравнение модели. Например, если 
выбрать в качестве свободных переменных Ad , 

Bd , Cd , D , то в этом случае элементы матрич-
ного уравнения (15) имеют вид: 

.   , 

0     0     0     0 
0     1     0     0 
1    1     1      1 
0    1   0     0 
0     0    1   0 
0     0    0    1

   ,    , 

0    0    1    0   0     0 
0    0    0    0   0     0 
0    0    0    0   0     0 
1  0     0    1   0     0 

0    1  0    0   1     0 
0    0    1  0   0   1





















=



























−
−

−

=



























=



























−
−

−−

=

D
d
d
d

-

w
w
w
f
f
f

C

B

A

сс

C

B

A

C

B

A

зз

xA

xA

 (21) 

Из (21) видно, что матрица зA  содержит 
нулевые строки и, следовательно, ее детер-
минант равен нулю ( 0det =зA ). 

Для рассматриваемого типа разделения АВ-
ВС число матриц зA  с нулевым определителем 
равно 184 (значения определителей рассчиты-
вались с использованием электронных таблиц 
Excel). Таким образом, число возможных 
вариантов расчета для рассматриваемого типа 
разделения равно: 

261842101846
10 =−=−= CN p . (22) 

Среди полученных вариантов расчета один 
является поверочным, а все остальные – 
проектными. 

В общем случае, для n -компонентной смеси 
количество предельных типов разделения (чет-
ких, получетких и промежуточных четких) 
равно n , и, следовательно, модель ректифи-
кационной колонны при допущениях ∞/∞ 
распадается на n  подмоделей, каждая из 
которых соответствует своему типу разделения. 
В каждой подмодели содержится 2 n  уравнений 
относительно 3 n +1 переменных. При этом, n +1 
переменных являются свободными, а 2 n  
зависимыми. Тогда число возможных вариантов 
расчета равно: 

)0(det2
13 =−= + з

n
np NCN A . (23) 

Отметим, что изначально материальный 
баланс ректификационной колонны был записан 
относительно мольных потоков компонентов, 
что позволило получить систему линейных 
уравнений относительно всех переменных. 
Очевидно, зная все мольные потоки компо-
нентов, нетрудно определить и мольные 
концентрации каждого из компонентов в 
соответствующем потоке: 
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(24) 

где fix , dix , и wix  – мольная доля i -го 
компонента в питании, дистилляте и кубовом 
продукте соответственно. 

В случае азеотропных смесей рассмат-
риваемая математическая модель также будет 
состоять из уравнений покомпонентного 
баланса (3) и нормировки (4). В зависимости от 
типа разделения модель будет распадаться на 
подмодели, в которых к основным уравнениям 
добавляются условия соответствующего типа 
разделения. В случае четких и получетких 
разделений составы дистиллята и/или кубового 
продукта располагаются на границах областей 
дистилляции, которыми являются либо границы 
концентрационного пространства, либо разде-
ляющие многообразия. В связи с этим, условия 
четких и получетких разделений представляют 
собой выражения вида [3]: 

,,1       ,0)(
,0)(

niwh
dg

i

i
==

=
 (25) 

где )( idg , )( iwh  – функции, описывающие 
положение разделяющего многообразия в кон-
центрационном пространстве. В случае распо-
ложения точки состава продуктового потока на 
границе концентрационного пространства, 
условия четких и получетких разделений будут 
аналогичны (9), (10) и (11). Следует отметить, 
что для автоматизации процедуры анализа 
возможных составов продуктовых потоков, 
функции )( idg  и )( iwh  могут быть приведены к 
линейному виду с использованием кусочно-
линейной аппроксимации [2, 4]. 

Таким образом, все возможные составы 
дистиллята и кубового потока будут полностью 
определяться структурой диаграммы паро-
жидкостного равновесия разделяемой смеси: 
температурой кипения чистых компонентов, 
составом и температурой кипения азеотропов, а 
так же расположением разделяющих много-
образий областей дистилляции. 

В заключение отметим, что допущение о 
бесконечной высоте ректификационной колоны, 
работающей в режиме полного орошения, 
позволяет получить достаточно простую 
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математическую модель, базирующуюся на 
понятиях четких, получетких и промежуточных 
четких разделений. При этом единственным 
режимным параметром, влияющим на составы 
дистиллята и кубового продукта, является 
величина суммарного отбора дистиллята D . В 
случае поверочного расчета суммарный отбор 

дистиллята является свободной переменной, а в 
случае проектного расчета – зависимой. Такой 
подход к рассмотрению ректификационной 
колонны является особенно полезным при 
анализе работы не отдельно взятой колонны, а 
колонны как элемента некоторой ХТС [5, 6]. 
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MATHEMATIC SIMULATION OF DISTILLATION COLUMN  
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Different variants of calculation sets of the distillation column with infinite separation ability are investigated. With 
a ternary zeotropic mixture as an example the number of calculation sets is determined. Examples of rating and 
design calculation are given. 
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