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Получено аналитическое решение нелинейного уравнения Лейбензона в теории фильтрации. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКИХ ТЕХНОЛОГИЙ

 Введение

Теория фильтрации – раздел гидродинамики, 
посвященный исследованию движения жидкостей 
через пористые среды, то есть через среды, прони-
занные системой сообщающихся между собой пу-
стот. Движение жидкости при фильтрации принято 
рассматривать как некий эффективный сплошной 
поток. Поэтому фильтрационные потоки формально 
имеют сходство с потоками в трубах и каналах, а тер-
мины теории фильтрации во многом совпадают с ги-
дравлической терминологией. Тем не менее, напом-
ним некоторые определения в теории фильтрации.

Упомянутые пористые среды называют фильтру-
ющими или проницаемыми. Примерами фильтрую-
щих сред могут служить некоторые грунты (пески, 
сýпеси, суглúнки), строительные материалы (ще-
бень, пористый бетон, кирпичная кладка). Проница-
емость пористой среды определяют опытным путём. 
Водоупором называют грунт, практически не пропу-
скающий воду. Глины часто являются водоупорны-
ми, так как поры в них замкнутые и малого размера. 

Непроницаемый же строительный материал принято 
именовать гидроизоляционным (а не водоупорным). 
Теория фильтрации применительно к строительству, 
водоснабжению и водоотведению рассматривает за-
кономерности фильтрации воды с целью проведения 
количественных расчётов, например, при проектиро-
вании дренажных систем (дренажей), понижающих 
уровень грунтовых вод для защиты подземных соо-
ружений и помещений зданий от подтопления. Осо-
бую роль в экологии играет движение влаги в почве. 
Движение почвенной влаги, правильная организация 
орошения и ирригации – одна из важнейших задач 
теории фильтрации. Методы теории фильтрации ис-
пользуют при решении проблемы охраны грунтовых 
вод от загрязнения отходами производства, удобре-
ниями и прочими продуктами жизнедеятельности 
человечества. Основные источники энергии XX века 
– нефть и газ добываются из глубоко залегающих 
подземных пластов. Накопление нефти и газа в этих 
пористых пластах-коллекторах и основные техноло-
гии извлечения (добычи) управляются законами тео-
рии фильтрации.
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Важнейшей количественной характеристикой 
пористых тел является их пористость ε, определя-
емая как доля объема тела, приходящаяся на поры, 
или объем пор в единице объема материала. Обычно 
при этом игнорируются замкнутые изолированные 
поры и учитываются только соединенные между 
собой проточные поры. Они образуют поровое про-
странство – сложную разветвленную и нерегуляр-
ную сеть пор. Пористость большинства материалов 
находится в пределах 0.1–0.4. Способность пористой 
среды пропускать жидкость характеризуется прони-
цаемостью. Ее определение тесно связано с основ-
ным законом движения жидкости в пористой среде, 
называемом законом Дарси в честь французского 
инженера Анри Дарси, экспериментально устано-
вившего этот закон в 1856 году. В механике сплош-
ных сред при изучении течений жидкостей и газов в 
пористой среде в гравитационном поле применяется 
дифференциальная форма закона Дарси 

,                                                                                      (1.1)

где p – внешнее давление, ρ – плотность флюида,  
μ – его динамическая вязкость,  g – ускорение сво-
бодного падения,  z – вертикальная координата. В 
уравнении (1.1) k – коэффициент пропорциональности, 
являющийся характеристикой пористой среды и не за-
висящий от размеров образца и свойств жидкости. Закон 
Дарси справедлив при медленном течении жидкости, 
т.е. при малых числах Рейнольдса. В теории движения 
грунтовых вод имеют дело только с водой, вязкость ко-
торой  μ=10-3 Па с и плотность ρ = 103 кг/м3. Классиче-
ская теория фильтрации, о которой шла речь до сих 
пор, имеет дело с течением однородной жидкости в 
пористой среде. В большинстве современных при-
ложений, однако, приходится рассматривать неодно-
родные системы, многокомпонентные многофазные 
смеси. Упомянем лишь такие области приложения 
теории фильтрации, как загрязнение грунтовых вод, 
миграция влаги в почвенном слое и вытеснение неф-

ти пластовой или искусственно закачиваемой водой 
или газом (см. [15]).

Основы теории движения газа в пористой сре-
де были разработаны основателем советской школы 
нефтегазовой гидромеханики Л.С. Лейбензоном. Он 
впервые получил дифференциальные уравнения не-
установившейся фильтрации совершенного газа в 
пласте по закону Дарси. Полученное им нелинейное 
дифференциальное уравнение впоследствии было 
названо уравнением Лейбензона. В отличие от ги-
перболического уравнения Буссинеска, уравнение 
Лейбензона принадлежит к параболическому типу. 
При выводе указанного уравнения предполагалось, 
что коэффициенты пористости и проницаемости не 
изменяются с давлением (пласт не деформируется), 
вязкость газа также не зависит от давления, газ со-
вершенный. Обычно принимается также, что филь-
трация газа в пласте происходит по изотермическому 
закону, т. е. температура газа и пласта остается неиз-
менной по времени. 

В простейшем варианте одномерная нестацио-
нарная теория фильтрации приводит к следующему 
нелинейному дифференциальному уравнению

.                                                                                              (1.2)

Обычно зависимую переменную h называют 
высотой положения. В отечественной литературе 
уравнение (1.2) известно также как частный случай 
уравнения Лейбензона. Уравнение (1.2) появляется, 
например, в теории нестационарной одномерной филь-
трации почвенных вод, соседствующих с некоторым 
прямоугольным резервуаром, имеющим в начальный 
момент времени высоту уровня воды h = hmax [3]. Про-
ницаемая боковая поверхность резервуара служит 
источником движения воды, распространяющейся 
вдоль направления x (см. рис. 1). Приведем кратко 
вывод уравнения Лейбензона, что позволит одновре-
менно выяснить предположения, при которых оно 
было получено.

Рис. 1. Иллюстрация к выводу одномерного нестационарного уравнения Лейбензона.
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Пусть жидкость, содержащаяся в резервуа-
ре AB0C инфильтруется в почву в направлении 0x. 
Движение жидкости считается одномерным, с этой 
целью предполагается, что элементы AB, B0x  явля-
ются непроницаемыми для жидкости. Это означает, 
используя принятую терминологию, что рассматри-
вается одномерный нестационарный безнапорный 
грунтовой поток при горизонтальном водоупоре. 
Аналогичное предположение широко используется в 
теории радиального движения газа к скважине. 

Пренебрегая влиянием инерционных членов 
при движении жидкости вдоль оси z, имеем

 .                                                                                                   (1.3)

Из (1.3) следует и при z = 0 нахо-
дим . Иначе

 ,                                                                                                   (1.4)

и закон Дарси переписывается в виде 

 .                                                                                            (1.5)

Вводим контрольный объем  
в виде вертикального прямоугольного параллелепи-
педа высотой h и площадью основания . Для 

направления x имеем скорость   и поток 
массы через боковую поверхность упомянутого па-
раллелепипеда

.                       (1.6)

За единицу времени в параллелепипед посту-

пает масса жидкости qx и вытекает . Для 
контрольного объема, содержащего несжимаемую 
жидкость, записываем отнесенный к единице време-
ни баланс массы.

 ,                                                                                                    (1.7)

или 

 .                                                                                           (1.8)

Уравнение (1.8) есть нелинейное одномерное 

нестационарное уравнение Лейбензона, записанное 
выше в форме (1.2).

 Уравнение Лейбензона 
и его аналитическое решение

В простейшем варианте одномерная нестацио-
нарная теория фильтрации приводит к следующему 
нелинейному дифференциальному уравнению (см. 
(1.2)):

 ,                                                                                              (2.1)

или

.                                                                              (2.2)

Приведем уравнение (2.2) к безразмерному 
виду, используя в качестве масштаба h = hmax, то есть 

, . При этом

                                                                                                         (2.3)

и уравнение (2.2) приводится к безразмерной форме

 .                                                                                        (2.4)

Далее для простоты записи мы опускаем знак 
тильда при преобразованиях уравнения (2.4). Будем 
искать решение (2.4) в форме трехчленного полино-
ма с коэффициентами, зависящими только от време-
ни. Имеем

 .                                                                          (2.5)

В этом случае

 ,                                                                                 (2.6)

 ,                                                                                           (2.7)

.                                                                                                     (2.8)

Подставляя (2.6) – (2.8) в соотношение (2.5), на-
ходим

                                            (2.9)
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                                                 (2.10)

Соотношение (2.10) есть тождество, справедли-
вое при всех значениях x. Это возможно лишь при 
условиях

 ,                                                                                                        (2.11)

,                                                                                                      (2.12)

.                                                                                               (2.13)

Обратимся к решению системы уравнений (2.11) 
– (2.13). Уравнение (2.11) есть уравнение Бернулли, 
которое легко интегрируется с использованием под-
становки 

   

или

.                                                                                                  (2.14)

Уравнение (2.12) записывается теперь так

                                                     (2.15)

или

,                                                                            (2.16)

что приводит к решению

;                                                                                                     (2.17)

B и C есть постоянные интегрирования. Уравнение 
(2.13) преобразуем, используя решения (2.14), (2.17). 
Имеем

.                                                                          (2.18)

Решение линейного неоднородного дифферен-
циального уравнения (2.18) с переменными коэффи-
циентами известно и имеет вид

,                                                               (2.19)

где

 ,                                                                                          (2.20)

или

 .                                                                                          (2.21)

Используя (2.19), (2.21), находим

     (2.22)

или после интегрирования

.                                                                     (2.23)

В результате решения трех обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (2.11) – (2.13) мы получи-
ли три постоянных интегрирования A, B, C, которые 
входят в решение (2.5):

                                             (2.24)

которое запишем в виде

.                (2.25)

Отметим, что для начального момента времени

,                                                (2.26)

а для начала координат

.                                                                      (2.27)

Пусть по условию  . Тогда

                                                      (2.28)

и уравнение (2.25) приобретает вид

.  (2.29)

При  В = 1

.        (2.30)
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Константы B, C определяются конкретными ус-
ловиями течения, кинетическими коэффициентами 
и свойствами пористой среды. В качестве примеров 
приведем расчеты, проведенные для различных комби-
наций C и B (Рис. 2–8). В представленных результатах 

математического моделирования определяющие без-
размерные параметры В и C изменяются на несколько 
порядков. Интегральные поверхности построены с по-
мощью пакета прикладных программ Maple, использо-
ваны обозначения , , . 

Рис. 2. Интегральная поверхность y(x,t) 
для случая C = 0.1, B = 1.

Рис. 3. Интегральная поверхность y(x,t) 
для случая C = 1, B = 1. 

Рис. 4. Интегральная поверхность y(x,t)   
для случая C = 100, B = 1.

Рис. 5. Интегральная поверхность y(x,t)   
для случая C = 1000, B = 1.

Рис. 6. Интегральная поверхность y(x,t)   
для случая C = 10, B = 10.

Рис. 7. Интегральная поверхность  y(x,t)  
для случая C = 100, B = 10.
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Рис. 8. Интегральная поверхность y(x,t)   
для случая C = 100, B = 100.

Из расчетов следует:
1. Изменение определяющих безразмерных па-

раметров C и B может приводить к радикальной пе-
рестройке течения (см., например, рис. 2 и 8). 

2. Традиционное в теории фильтрации предпо-
ложение, что элементы AB, B0x являются непрони-
цаемыми для жидкости, вводится с целью использо-
вания заведомо одномерных моделей. В этом случае 
высота уровня h ≥ 0. Появление отрицательных зна-
чений высоты уровня в избранной системе коорди-
нат не противоречит физическому смыслу постав-
ленной задачи. Однако указывает на необходимость 
к переходу к многомерным задачам. Интересно от-
метить, что возможность появления отрицательных   
h учитывается даже одномерным нестационарным 
уравнением Лейбензона (см. рис. 2, 3, 6).

3. Изменение параметра С весьма существенным 
образом влияет на размер и положение уровня жидко-
сти h(x,t) относительно избранной системы координат.

4. Подбор параметров C и B позволяет учесть 
начальное распределение высоты h(0,t), которое 
определяет дальнейшую эволюцию системы.

5. Изменение параметра B (при фиксированном 
С) в проведенных расчетах слабо влияет на эволю-
цию системы (сравните результаты расчетов, приве-
денных на рис. 7 и 8). 

В заключение отметим, что течения в пористых 
материалах являются не только предметом иссле-
дований классической теории фильтрации. Расчет 
теплозащитных покрытий головных частей косми-
ческих аппаратов (в частности, многоразовых кос-
мических систем типа Буран или Шаттл) приводит 

к необходимости самосогласованного решения урав-
нений переноса во внешнем невязком течении, по-
граничном слое реагирующей смеси газов и течении 
в порах теплозащитного покрытия, например, гра-
фита [6, 7].
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