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ассматривается движение заряженных частиц в графене под действием внешнего электрического 
поля в рамках квантового нелокального гидродинамического описания. С помощью численного 
решения системы нелокальных гидродинамических уравнений исследована зависимость структуры 
формирующихся солитонов от величины внешнего поля.  
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Введение 
В настоящее время проводится много экспери-

ментальных исследований высокотемпературных 
сверхпроводников. В частности, большое внима-
ние уделяется состояниям, предшествующим 
возникновению сверхпроводимости. В обзоре 
[1] указывается, что происхождение «псевдо-
щелевого» состояния в оксидах меди (купратах) 
может быть связано с флуктуациями ближнего 
порядка, например, антиферромагнитного типа 
или типа волн зарядовой плотности (CDW). 
Авторы [2] наблюдали с помощью сканирую-
щего электронного микроскопа возникновение 
«псевдощелевых» областей размером порядка 2 нм. 
В работе [3] описаны прямые наблюдения волн 
зарядовой плотности, которые могут распростра-
няться в оксидах меди при температурах выше 
температуры сверхпроводящего перехода ( cT ), 
а также при cTT  , если приложенное внешнее 
магнитное поле подавляет сверхпроводимость. 
Общим для всех рассматриваемых моделей 
структурных изменений в высокотемпера-
турных сверхпроводниках, предшествующих 
сверхпроводимости, является возникновение 
неустойчивостей (флуктуаций) размером порядка 
нескольких межатомных расстояний. 

Рассмотрение движения заряженных частиц 
в кристалле на основе системы нелокальных 
гидродинамических уравнений [4] приводит к 
решениям солитонного типа [4,5], которые 
могут описывать указанные микроскопические 
области. Численное моделирование в работе [5] 
проводилось применительно к кристаллической 
решетке графена, являющегося перспективным 
материалом в наноэлектронике, с высокой 
подвижностью носителей. Ряд авторов указы-
вают на возможность, при определенных усло-
виях, достижения сверхпроводимости в графене 
[6] и графане, обладающим схожей кристал-
лической решеткой ( ( )nCH ) [7, 8]. В связи с 
этим представляет интерес исследовать поведе-
ние солитонов в кристаллической решетке 
графена при наложении внешнего электри-
ческого поля.  

1. Обобщенные гидродинамические 
уравнения для движения солитона 

 в кристалле с учетом внешнего поля 
Будем рассматривать кристалл графена, 

помещенный во внешнее поле напряженностью 
0E , направленное по оси х. В соответствии с 

моделью, принятой в [5], будем считать, что в 
кристалле происходит перемещение электронов 
проводимости (–е, em ) и положительных 
поляризационных зарядов, соответствующих 
квазичастицам (+е, pm ). Будем искать реше-
ния солитонного типа системы обобщенных 
гидродинамических уравнений в двумерной 
кристаллической решетке графена (в коорди-
натах х и у). Предположим, что солитон 
движется по оси х со скоростью constu =0 , и 
введем переменную tux 0−=ξ , то есть перей-
дем в подвижную систему координат.  

На частицы действует самосогласованное 
поле с потенциалом ϕ , периодический потен-
циал U, связанный со структурой кристалли-
ческой решетки, а также внешнее поле напря-
женностью 0E . Запишем силы, действующие 
на единицу массы частиц, в безразмерном виде, 
введя масштабы для физических величин. Тогда  
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При рассмотрении потенциала, созданного 
кристаллической решеткой графена, ограни-
чимся «первым приближением».  

В работе [5] показано, что использование 
«второго приближения», то есть большего 
количества членов ряда Фурье в разложении 
потенциала, не приводит к принципиальным 
изменениям решения. Тогда, в соответствии с 
[5], имеем: 
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где axa ~
0= = 0.142 нм – расстояние между бли-

жайшими атомами углерода в графене, 
)10(,1

~V  и )11,(1
~V  – безразмерные коэффициенты 

разложения периодического потенциала в ряд 
Фурье. 
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Подставим силы (1)–(4) с учетом (5) в 
систему обобщенных квантовых гидродинами-
ческих уравнений для движения солитона в 
двухкомпонентной смеси (см. [5]). Усредним 
полученную систему уравнений  по y~  по одной 
шестиугольной ячейке кристаллической решет-
ки, принимая, что поле 0E  не зависит от y~ . 
Кроме того, при усреднении будем считать, что 

физические величины, характеризующие состоя-
ние системы, также не зависят от y~ . 

В результате усреднения получим следую-
щую систему уравнений: 
 

уравнение Пуассона для самосогласованного 
потенциала электрического поля φ: 
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уравнение неразрывности для положительных 
частиц: 
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уравнение неразрывности для электронов: 
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уравнение движения (по х): 
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уравнение энергии для положительных частиц: 
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уравнение энергии для электронов: 
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Здесь, кроме указанных выше, введены 
следующие масштабы и обозначения: 

uuu ~
0=  – гидродинамическая скорость; ee ρρρ ~

0= , 

pp ρρρ ~
0=  – плотности электронов и положи-

тельных частиц; eee pVp ~2
00ρ= , ppp pVp ~2

00ρ=  – 
электронное давление и давление положи-
тельных частиц, где eV0 , pV0  – масштабы 

тепловой скорости для электронов и положи-
тельных частиц; 

Для параметров нелокальности принято: 
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безразмерный параметр  

00uxm
NH
e

R= , (14) 

RN  – целое число.  
Введены также безразмерные параметры 

0

2
00

ϕ
ρ

em
xeR = , 

2
0

0e
um

E
e

ϕ
= . (15) 

 

2. Выбор параметров математического 
моделирования 

Математическое моделирование проводилось 
с помощью пакета Maple 9 и старших версий. При 

расчетах было принято 5105 −⋅=
p

e
m
m , то есть pm  

принимали порядка массы атома углерода. 
Для численного решения системы уравне-

ний при обезразмеривания физических величин 
были выбраны следующие независимые масш-
табы: 310

0 10 смг−=ρ , ссми 6
0 105 ⋅= , ссмV e

6
0 105 ⋅= , 

ссмV р
4

0 105 ⋅=  (масштабы тепловых скоростей 
соответствовали Т~300°К), нмax 142.00 == , 

ϕϕ СГСЭ
a
e 64

0 104.310 −− ⋅== . 

При данных численных значениях масшта-
бов значения безразмерных параметров соста-
вили: R = 3103 −⋅ , Е=0.1 (см. (15)),  Н =15 (см. (14), 
при RN =1). 

При таком выборе независимых масштабов 
характерные для данной физической задачи 
значения начальных условий были выбраны 
следующим образом (см. также [5]): ( )0~

eρ =1, 

( ) 41020~ ⋅=pρ , ( ) 10~ =ep , ( ) 41020~ ⋅=pp , ( ) 10~ =ϕ . 

Было принято также ( ) 00~
~

=
∂

∂

ξ
ρe , ( ) 00~

~
=

∂

∂

ξ

ρ p . В работе 

[5] отмечался небольшой рост давления положи-
тельных частиц в направлении оси х, в связи с чем 
при выборе начальных условий в ряде рассчи-
танных вариантов была задана небольшая 
положительная производная ( )0~

~

ξ∂

∂ pp (см. табл.1). 

Будем считать, что характерные значения 
потенциала решетки U~ )10,(1V ~ )11,(1V ~ 0ϕ , тогда в 

соответствии с (6) выберем 10~
10 =′U , 10~

11 =′U . 
При выборе значений напряженности электри-

ческого поля для численных расчетов учтем, что  

0
6

002
4

0
0

0
0

~1014.7~238~10~ E
м
BEСГСЭE

a
eE

x
E Е ⋅==== −ϕ , 

то есть даже при 1~
0 =E  мы имеем дело с 

достаточно сильными полями. Однако можно 
предположить, что именно достаточно сильные 
поля, влияние которых сравнимо с влиянием 
кулоновских взаимодействий в решетке, способны 
повлиять на структуру солитонов. Например, в 

работе [9] исследуется возникновение нелиней-
ных эффектов в графене при наложении внеш-

него поля 
м
В87 1010 − . Выбранные для числен-

ных расчетов значения 0
~E  приведены в табл.1. 

Варианты 3.0, 3.1 рассмотрены в качестве 
предельных вариантов численных расчетов с 
экстремально сильным полем. 

В табл.1 приведены также начальные усло-
вия для градиента потенциала самосогласо-
ванного поля, выбранные таким образом, чтобы 
самосогласованное поле в солитоне могло 
уравновесить приложенное внешнее поле. 

Таблица 1. Параметры, варьируемые 
при численных расчетах 

№ 
варианта 

0
~E  ( )0~

~

ξ
ϕ
∂
∂  ( )0~

~

ξ∂

∂ pp  ( )0~
~

ξ∂
∂ ep  

1.0 10 10 0 0 
1.1 10 10 10 -1 
2.0 100 100 0 0 
2.1 100 100 10 0 
3.0 10000 10000 0 0 
3.1 10000 10000 10 -1 

 
 

3. Результаты численного решения системы 
гидродинамических уравнений 

 

Последующие рисунки отражают резуль-
таты проведенных вычислений. На рисунках 
используются обозначения: r – плотность pρ

~ , s 
– плотность eρ

~ , u – скорость u~ , р – давление 

pp~ , q – давление ep~ , v – самосогласованный 

потенциал ϕ~ , 
ξ
ϕ
~
~

D(v)(t)
∂
∂

= . Независимая пере-

менная t на оси абсцисс соответствует пере-
менной ξ~ . 

Напомним, что изначально в систему гидро-
динамических уравнений была введена пере-
менная tx ~~~

−=ξ , то есть мы искали объекты, 
движущиеся не разрушаясь с постоянной 
скоростью 1~ =u . Поэтому полученные решения 
имеют физический смысл в тех областях одно-
мерного пространства, в которых с высокой 
точностью сохраняется постоянная гидро-
динамическая скорость. Поскольку никакие 
специальные граничные условия не исполь-
зуются в рассматриваемых расчетах, то размер 
области существования имеющего физический 
смысл решения позволяет судить о размерах 
возникающего солитона. 

Рис. 1–10 соответствуют напряженности 
внешнего поля 10~

0 =E , рис. 11–20 соответст-
вуют напряженности внешнего поля 100~

0 =E , и 
рис. 21–31 соответствуют экстремально сильным 
полям 10000~

0 =E . 
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Рис. 1. r –  плотность положительных 
частиц(сплошная линия); p – давление 
положительных частиц (Вариант 1.0). 

Рис. 2. u – скорость u~  (Вариант 1.0). 
 

  
Рис. 3. q – электронное давление (Вариант 1.0). Рис. 4. s – электронная плотность eρ

~  
(Вариант 1.0). 

  

 
 

Рис. 5. v – потенциал ϕ~  (сплошная линия); 
D(v)(t)  (Вариант 1.0). 

Рис. 6. r –  плотность положительных 
частиц (сплошная линия); p – давление 
положительных частиц (Вариант 1.1). 

 
 

 

Рис. 7. u – скорость u~  (Вариант 1.1). Рис. 8. q – электронное давление (Вариант 1.1). 
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Рис. 9. s – электронная плотность eρ
~  

(Вариант 1.1). 
Рис. 10. v – потенциал ϕ~  (сплошная 

линия); D(v)(t)  (Вариант 1.1). 

  
Рис. 11. r – плотность положительных 
частиц (сплошная линия); p – давление 
положительных частиц (Вариант 2.0). 

 

 

Рис. 12. u – скорость u~  (Вариант 2.0). 
 

 
Рис. 13. q – электронное давление (Вариант  2.0). Рис. 14. s – электронная плотность eρ

~  
(Вариант 2.0). 

  
Рис. 15. v – потенциал ϕ~  (сплошная линия); 

D(v)(t)  (вариант 2.0). 
Рис. 16. r – плотность положительных 
частиц (сплошная линия); p – давление 
положительных частиц (Вариант 2.1). 
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Рис. 17. u – скорость u~  (Вариант 2.1). Рис. 18. q – электронное давление 

(Вариант  2.1). 

  
Рис. 19. s – электронная плотность eρ

~  
(Вариант  2.1). 

Рис. 20. v – потенциал ϕ~  (сплошная линия); 
D(v)(t)  (Вариант 2.1). 

  
Рис. 21. r – плотность положительных 
частиц (сплошная линия); p – давление 
положительных частиц (Вариант 3.0). 

Рис. 22. u – скорость u~  (Вариант 3.0). 
 

  
Рис. 23. q – электронное давление 

(Вариант 3.0). 
Рис. 24. s – электронная плотность eρ

~  
(Вариант 3.0). 
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Рис. 25. v – потенциал ϕ~  (сплошная линия); 
D(v)(t)  (Вариант 3.0). 

Рис. 26. p – давление положительных 
частиц (Вариант 3.1). 

  
Рис. 27. r – плотность положительных 

частиц (Вариант 3.1). 
Рис. 28. u – скорость u~  (Вариант 3.1). 

  
Рис. 29. q – электронное давление (Вариант 3.1). Рис. 30. s – электронная плотность 

(Вариант 3.1). 

 
Рис. 31. v – потенциал ϕ~  (сплошная линия); D(v)(t)  (Вариант 3.1). 
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Рассмотрим теперь основные свойства обра-
зующихся солитонов и зависимость их струк-
туры от величины внешнего поля: 

1) Размер солитона определяется облас-
тью, где гидродинамическая скорость 1~ =u  и не 
зависит от ξ~ . Это означает, что солитон не 
разрушается в процессе своего движения. 
Размер солитона практически не зависит от 
выбранного метода численных расчетов. 

2) Иногда область существования соли-
тона может не совпадать с интервалом, где 
формально существует численное решение 
системы (7)–(12) (см., например, рис. 26–31). 

3) В области, где существует солитон, 
скорость u~  остается постоянной с очень высо-
кой точностью, практически совпадающей с 
точностью используемого метода расчета (см. 
рис. 2, 7, 12, 17, 22, 28). 

4) Как правило, наблюдается рост размера 
солитона с увеличением внешнего поля. Так, 
при 0

~E =10 размер солитона составлял порядка 
0.6 – 1а (см. рис. 2,7), при 0

~E =100 – порядка 2а 
(см. рис. 12, 17). 

5) Под влиянием внешнего поля электрон-
ное облако смещается в направлении, противо-
положном полю (в область отрицательных ξ~ ) 
(см. рис. 4, 9, 14, 19, 24). При этом солитон 
теряет свою симметрию относительно начала 
координат (ξ~ =0), где расположено положи-
тельное «ядро» (см. рис. 1, 6, 11, 16, 21, 27). 

6) Перераспределение самосогласованного 
эффективного заряда создает внутри солитона 
самосогласованное поле, направленное противо-
положно приложенному внешнему полю (см. 
рис.5, 10, 15, 20, 25, 31). 

7) Квантовое давление положительных 
частиц pp~  растет с ростом ξ~ (см. рис. 1, 6, 11, 

16, 21, 26). Электронное квантовое давление ep~  
при достаточно высоких полях и малых ξ

~  
убывает с ростом ξ~  (см. рис. 13, 18, 23, 29), в 
некоторых областях зависимость от ξ~  более 
сложная. Можно предположить, что зависи-
мость квантовых давлений pp~  и ep~  от ξ

~  
определяется особенностями структурной пере-
стройки частиц в процессе движения солитона. 

8) Отметим, что изменение условий Коши 

для производных ( )0~
~

ξ∂

∂ pp
, ( )0~

~

ξ∂
∂ ep  (см. результа-

ты расчетов по вариантам 1.0 и 1.1, 2.0 и 2.1, а 
также табл.1) практически не повлияло на 
основные характеристики солитонов. Некото-
рые отличия вариантов 3.0 и 3.1 могут объяс-
няться экстремально большой величиной исполь-
зуемых в численных расчетах полей.  

 

Заключение 
 

Таким образом, с помощью численного 
решения системы нелокальных гидродинами-
ческих уравнений установлено, что наложение 
на кристаллическую структуру графена внеш-
него электрического поля, вплоть до экстре-
мально высоких напряженностей, не разрушает 
образующиеся объекты солитонного типа, а 
лишь приводит к их структурной перестройке и 
некоторому увеличению размеров до 2-3 
межатомных расстояний. Другими словами, 
нелокальная гидродинамика численно описы-
вает движение флуктуаций типа волн зарядовой 
плотности в кристаллической решетке, в том 
числе в электрических полях. Это дает возмож-
ность применять данный подход для модели-
рования высокотемпературной сверхпроводи-
мости и сопутствующих ей эффектов в графене 
и других веществах. 
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The charged particles motion in graphene under the influence of an external electric field in the frame on the non-
local quantum hydrodynamic description is considered. With the help of the numerical solution of a system of non-
local hydrodynamic equations the dependence of the soliton structures on the external electric field is 
investigated. 
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