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Изучены асимптотические решения нелокальных релятивистских гидродинамических урав-
нений. Получены решения этой системы уравнений в предельном случае движения безмас-
совых частиц со скоростью света. Рассмотрен предельный переход нелокальных релятиви-
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1. Введение
Нелокальная кинетическая и гидродинамическая 

теория создана в работах Б.В. Алексеева [1–5]. Реляти-
вистское обобщение этой теории было использовано 
для рассмотрения различных модельных физических 
задач, в частности, распространения гармонических 
волн малой амплитуды, а также ударных волн в реля-
тивистской среде, столкновения нуклонов в коллай-
дере [6–10]. Представляет интерес анализ нелокаль-
ных релятивистских гидродинамических уравнений 
в предельных случаях теории: 

А) движение безмассовых частиц (например, 
фотонов) со скоростью, равной скорости света. 

Б) Предельный переход релятивистских не-
локальных гидродинамических уравнений в нело-

кальную нерелятивистскую форму [1–5] уравнений 
Алексеева. Обычно нерелятивистские локальные 
гидродинамические уравнения, содержащие в неяв-
ной форме тензорные моменты скорости, называют 
уравнениями Энскога [11–17]. Далее мы используем 
термин «уравнения Энскога» и в общем случае нело-
кальной релятивистской теории с целью максималь-
ного сохранения принятой терминологии.

2. Нелокальное релятивистское уравнение и 
система нелокальных релятивистских гидро-

динамических уравнений Энскога

В основе нелокальной релятивистской кинети-
ческой теории лежит нелокальное релятивистское 
кинетическое уравнение, [6–8]:

                                              (2.1)

Как обычно, по повторяющимся индек-
сам идет суммирование, α, β = 0,1,2,3. В урав-
нении (2.1) использованы следующие обозначе-

ния: f – одночастичная функция распределения,  
 – 4–радиус-вектор 

частицы;  – 4–вектор 
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импульса частицы; 
m0 – масса покоя частицы;  ν1, ν2, ν3 – компонен-

ты скорости частицы; ν – модуль скорости частицы;  

.

В кинетическое уравнение (2.1) введен 4–век-
тор силы

,                          (2.2)

где

                                               (2.3)

есть сила, действующая на единицу массы ча-
стицы,    – магнитная индукция,  

 – сила Лоренца, q – заряд части-
цы, i, j, k=1, 2, 3;   при i = j, i = k или j = k, 

, . Укажем также, 
что в (2.1)   – инвариантный релятивистский ин-
теграл столкновений, а τ0 – инвариантный параметр 
нелокальности (в простейшем случае собственное 
время движения частицы между столкновениями).

Обобщенное релятивистское уравнение (2.1) ин-
вариантно относительно преобразований Лоренца. 
Макроскопическое описание релятивистского газа 
основано на вычислении моментов функции распре-
деления, определяемых тензорами [18,19]

  (2.4)

Момент первого порядка – это 4–вектор потока 
частиц

,                                                                                                          (2.5)

момент второго порядка – тензор энергии – импульса 

,                                                                                                     (2.6)

и так далее.
Для получения уравнений неразрывности, движения и 

энергии уравнение (2.1) умножается на cm0,  cp1(l=1,2,3), 
cp0 = mc2 соответственно и интегрируется по d3 p/p0. 
Известно, что d3 p/p0 является скалярным инвариан-
том относительно преобразований Лоренца [18]. При 
интегрировании моменты интеграла столкновений 
обращаются в нуль [18]. Введем обозначения:
4–мерный вектор средней силы, действующей на 
единицу массы

;                                                                                                         (2.7)

четырехмерный тензор 2 ранга 

 ;                                                                                                  (2.8)

четырехмерный тензор 1 ранга

 ;                                                                                               (2.9)

четырехмерный тензор 1 ранга

.                                                                                            (2.10)

В результате система обобщенных релятивистских уравнений Энскога имеет вид [6–8]:
уравнение неразрывности

	,           (2.11)

уравнение движения 

.                         (2.12)

уравнение энергии 	  

 .                   (2.13)

Для последующих приложений эти уравнения можно переписать, переходя к трехмерным координатам  xi и 
времени t:

уравнение неразрывности

,                                                     (2.14)
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уравнение движения	  

     (2.15)

уравнение энергии

                                (2.16)

                                                       

3. Предельный переход к нерелятивистским 
нелокальным уравнениям Энскога

Перепишем систему уравнений (2.14 – 2.16) в фор-
ме, удобной для перехода нерелятивистскому пределу. 
Введем определения для числовой плотности частиц

	                                                                                                                          (3.1)

и массовой плотности

.                                                                                                                  (3.2)

Средние значения определяются как 

 .                                                                                                                     (3.3)

Получим из (2.14) – (2.16):

уравнение неразрывности 
	  

 ,       (3.4)

уравнение движения

                 (3.5)
  

уравнение энергии

                                                             (3.6)	   
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В нерелятивистском пределе, то есть при  ν << с, γ ≈ 1  уравнение неразрывности (3.4) совпадает с из-
вестным нелокальным нерелятивистским уравнение неразрывности Алексеева [1–3]:

                                                                                 (3.7)

Отметим, что в первом приближении (ν << с, γ ≈ 1) уравнение энергии (3.6) совпадает с уравнением (3.7).
В первом приближении из (3.5) получаем 	  

                                                                       (3.8)

что совпадает с известным нелокальным нерелятивистским уравнением движения Алексеева [1–3].

Для получения нерелятивистского уравнения 
энергии надо использовать следующее приближе-
ние, поскольку уравнение энергии является уравне-
нием второго порядка по скорости. Разложим γ и γ² 

в ряд:

,   .                                          (3.9)

Из уравнения энергии (3.6) имеем

                          (3.10)

Рассмотрим также второе приближение для уравнения неразрывности (3.4). Получим

                                 (3.11)
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Разность уравнений (3.10) и (3.11) дает нелокальное нерелятивистское уравнение энергии [1-3] без учета 
внутренней энергии:

                          (3.12)

Таким образом, переход к нерелятивистскому пределу 
является нетривиальной процедурой. Разность уравнения 
(2.16) и уравнения (2.14) (умноженного почленно на с), 

позволяет осуществить прямой переход к нерелятиви-
стскому уравнению энергии; это уравнение можно на-
звать «модифицированным уравнением энергии»:

                                               (3.13)

Итак, мы получили нерелятивистский предел нелокальных гидродинамических уравнений.
4. Применение нелокальных релятивистских 
уравнений к движению безмассовых частиц 

со скоростью, равной скорости света

Второй предельный случай релятивистской не-
локальной теории соответствует движению частиц, 

не обладающих массой покоя. Пусть на частицы не 
действуют внешние силы. Это предположение явля-
ется естественным при рассмотрении таких частиц, 
как фотоны. Тогда система релятивистских уравне-
ний Энскога (2.14 – 2.16) принимает вид:

уравнение неразрывности

 ,                                                                                    (4.1)

уравнение движения

 ,                                                                                 (4.2)

уравнение энергии

.	                                                                         (4.3)

Пусть теперь масса покоя m0 стремится к нулю 

и, соответственно, . Тогда в уравнениях (4.1 

– 4.3) локальными членами можно пренебречь, и мы 
получаем:
уравнение неразрывности

,                   (4.4)

уравнение движения

,                (4.5)

уравнение энергии

.                 (4.6)
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Рассмотрим функцию распределения частиц в 
некоторой системе отсчета в виде

 ,                                       (4.7)

то есть частицы движутся в одном направлении (на-
пример, вдоль оси х) с одинаковым импульсом . 
Концентрация частиц n может зависеть от координат 
и времени. 

Для частиц с массой покоя, равной нулю, имеем

.                                                (4.8)

Тогда для частиц, движущихся по оси х, 

,                                                            (4.9)

где –энергия соответствующего кванта, –частота.
Введенная δ-функция распределения не равно-

весна и не инвариантна относительно преобразова-
ний Лоренца. В оптике известен эффект Допплера, 
заключающейся в изменении частоты световых волн, 
воспринимаемых наблюдателем, вследствие взаим-
ного движения наблюдателя и источника (то есть 
частота света  изменяется при переходе в другую 
систему отсчета)[20].

Используя (4.7) и (4.8), найдем компоненты тен-
зоров, входящих в систему гидродинамических урав-
нений (4.4 – 4.6):	

,                                                                                              (4.10)

 ,                                                                                            (4.11)

 .                                                                                             (4.12)

Аналогично находим

;                                                                                                                                                                      (4.13)

,                                                                                   (4.14)

,                                                                        (4.15)

,                                                                                   (4.16)

остальные компоненты тензора  равны нулю. Далее

,                                                                     (4.17)

аналогично 

 ,                                                                                    (4.18)

остальные компоненты тензора равны нулю. Учтем, что . Тогда система уравнений (4.4 – 
4.6) принимает вид:
уравнение неразрывности

,                                                                                                            (4.19)

уравнение движения

.                                                                                                        (4.20)
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Уравнение движения по оси х для безмассовых частиц, движущихся вдоль этой оси, совпадает с уравнени-
ем энергии. Преобразуем (4.19), (4.20):

,                                                                                                                               (4.21)

.                                                                                                                            (4.22)

Уравнения (4.21) и (4.22) имеют одинаковую структуру. Решим, например, уравнение (4.21). Перепишем 
(4.21) в виде:

,                                                                                                                        (4.23)

где

, .                                                                                                                (4.24)

Уравнение (4.23) можно привести к кано-
нической форме [21]. Поскольку дискриминант  

, мы имеем уравнение пара-
болического типа с характеристическим уравнение

                               (4.25).

Так как ∆=0, характеристическое уравнение имеет 
только одно решение

.                                                                                                                  (4.26)

В результате для приведения (4.23) к канониче-
ской форме можно выбрать следующие независимые 
переменные:

,  .                                                                                                             (4.27)

Отметим, что полученные при этом решения не ис-
черпывают всех возможных решений уравнения (4.23).

Используя (4.27), находим

 ,                                                                                                                                        (4.28)

аналогично находим

 , 	                             (4.29)

 После подстановки этих производных в (4.23) получаем

                                                                                  (4.30)

или

                                                                  (4.31)

откуда

,                                             (4.32)

где С1 и С2 произвольные постоянные, а Ф(ζ) и  Ψ(ζ) есть 
произвольные функции, конкретный вид которых опре-
деляется спецификой задачи. Так, поток энергии   имеет 
вид

 .                                                                           (4.33)

Аналогичный вид имеет решение уравнения (4.22):

 .                                                                   (4.34)

Решения (4.33), (4.34) имеют волновой харак-
тер, причем фазовая скорость волн, как и следовало 
ожидать, равна скорости света. Мы видим также из 
(4.32), что 

 .                                                     (4.35)

В частности, для решения (4.33) это означает, 
что не только поток энергии, но и производная по 
времени от потока энергии имеет волновой характер.

Замена переменных в форме ,  при-
водит  вновь к уравнению (4.31) и решению в форме

.                                            (4.36)
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	 5. Заключение

Таким образом, система нелокальных реляти-
вистских гидродинамических уравнений Энскога в 
асимптотических пределах приводит к решениям, 
имеющих прозрачный физический смысл как для  
движения с малыми скоростями, так и для движения 
со скоростью, равной скорости света. Нелокальные 
релятивистские гидродинамические уравнения в пре-
деле малых скоростей переходят в обобщенные нереля-
тивистские гидродинамические уравнения Алексеева, 
однако этот переход не является тривиальным и имеет 
некоторые математические особенности.

При рассмотрении движения безмассовых ча-
стиц (фотонов) с заданной энергией в определенном 
направлении решения системы нелокальных реляти-
вистских уравнений имеют характер волн, распро-
страняющихся с фазовой скоростью, равной скоро-
сти света. 	
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