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Аннотация
Цели. Разработка и апробация метода решения обратной задачи химической кинетики по оценке частот элементарных стадий 
сложных химических реакций, протекающих в хаотическом режиме.
Методы. Метод основан на представлении нестационарных экспериментальных данных о концентрациях реагентов и скоро-
стях их изменения в виде матрицы специальной структуры.
Результаты. Эффективность метода показана на примерах реакций, протекающих по стадийным схемам, аналогичным меха-
низму Вилламовски–Росслера, и характеризующихся незатухающими апериодическими колебаниями.
Выводы. Метод позволяет с высокой точностью определить частоты стадий для реакций, протекающих по механизмам с немо-
нотонной динамикой любой сложности.
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Abstract
Objectives. To develop and test a method for solving the inverse problem of chemical kinetics for estimating the frequencies of elementary 
stages of complex chemical reactions occurring in a chaotic regime.
Methods. The method is based on the representation of nonstationary experimental data on reagent concentrations and the rates of their 
change in the form of a matrix of a particular structure.
Results. The effectiveness of the method is demonstrated by examples of reactions proceeding according to stage schemes similar to the 
Willamowski–Rossler mechanism, characterized by undamped aperiodic oscillations.
Conclusions. The method allows the frequencies of  stages for reactions proceeding according to  mechanisms with non-monotonic 
dynamics of any complexity to be determined with high accuracy.
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ВВЕДЕНИЕ

В  настоящее время известны методы решения об-
ратной задачи (ОЗ) химической кинетики на основе 
нестационарных данных для химических реакций, 
протекающих в  монотонном режиме  [1–3]. Методы 
решения ОЗ  для химических реакций, характери-
зующихся немонотонным поведением и, особенно, 
критическими явлениями, практически не  изуче-
ны [4, 5]. Известно также, что ОЗ является некоррект-
ной, и  ее решение, как правило, неоднозначно  [6]. 
В [7–11] приведены новые подходы по преодолению 
этих проблем, позволяющие повысить точность ре-
шения ОЗ. В [12] рассмотрено решение ОЗ для авто-
колебательной реакции Грея–Скотта  [13] на  основе 
экспериментальных амплитудно-частотных харак-
теристик. В  [14] приведен альтернативный метод 
решения ОЗ для этой же реакции и показано, что ис-
пользование нестационарных значений концентра-
ций реагентов и скоростей их изменения позволяет 
повысить однозначность и точность решения.

Первые примеры химических реакций, динамиче-
ские модели которых описывают хаотические колеба-
ния в рамках закона действующих масс (ЗДМ), были 

найдены Росслером [15]. Простейшим из них являет-
ся механизм Вилламовски–Росслера  [16–18]. В  этих 
работах кинетические параметры стадийных схем 
определялись численно, исходя из  условий неустой-
чивости решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ), описывающих нестационарные мо-
дели соответствующих реакций, и  известных крите-
риев хаотичности динамических систем (показатели 
Ляпунова и др.) [19–20]. Ниже приведен метод реше-
ния ОЗ  для химических реакций с  непредсказуемой 
хаотической динамикой на основе данных о концен-
трациях реагентов и скоростях их изменения.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Механизм сложной химической реакции описывает-
ся набором элементарных стадий

A X X A ,ik ij j ikk ij kj
b a a b↔+ + --+ +∑ ∑ ∑ ∑

i = 1, …, s, j = 1, …, n,�
(1)

где b±ik,  a±ij  — стехиометрические коэффициенты 
реагентов Ak и Xj соответственно в прямом и обрат-
ном направлениях стадии  i. Пусть Ak  — реагенты, 
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концентрации которых практически не  меняются 
в  ходе реакции (неключевые, медленные реаген-
ты  — в  терминах принципа квазистационарности 
Боденштейна–Семенова  [21]); Хj  — ключевые ре-
агенты, концентрации которых меняются в  ходе 
реакции (существенные реагенты  — в  терминах 
А.М.  Жаботинского  [22]). Динамика такой реакции 
в изотермическом безградиентном реакторе, соглас-
но ЗДМ, описывается системой ОДУ [1]:

( )( ),a ij a ij
j ij ij i j j i j jx a a w x w x+ -

- + -′ = - Π - Π∑
j = 1, …, n,�

(2)

где xj = xj(t) — концентрации ключевых реагентов Xj 
(безразмерные, б/р); t — время (с); xj(t0) = xj

0 — на-
чальные условия (н.у.); t0 — начальный момент време-
ни (с); A ,b ik

i i k kw k += Π  Ab ik
i i k kw k -

- -= Π  — частоты 
прямых и обратных стадий, включающие сомножи-
тели концентрации неключевых реагентов (c−1);  
ki, k−i — константы скоростей стадий в прямом и об-
ратном направлениях (c−1).

Система (2) при наличии экспериментальных 
данных о концентрациях и скоростях изменения кон-
центраций реагентов представляет собой линейную 
относительно частот стадий систему алгебраических 
уравнений, которую можно записать в виде

( )( )j ij i ij i ijijv a a w r w r+ - --= - -∑ , j = 1, …, n,� (3)

где vj  — скорости изменения концентраций ключе-
вых реагентов; rij, r−ij — мономы скоростей стадий, 
т.е. скорости стадий при единичных значениях частот 
стадий. Разделение правой части системы (3) на мо-
номы и частоты удобно, т.к. численные значения мо-
номов известны из  эксперимента в каждый момент 
времени (они равны произведению концентраций 
ключевых реагентов), а значения частот стадий явля-
ются искомыми параметрами ОЗ.

Система  (3), как правило, включает одинаковые 
мономы скоростей стадий с  разными значениями 
частот стадий. Объединим такие мономы (приведем 
подобные) и запишем модифицированную таким об-
разом систему (3) в краткой (матричной) форме

v = Rw, � (3*)

где R — матрица различных мономов скоростей (по-
сле приведения подобных), w — вектор частот стадий.

Наилучшее решение такой системы дают методы 
минимизации функции ошибок f(w) (штрафной функ-
ции), например, в виде суммы квадратов отклонений

T( ) ( ) ( ),f = - -w Rw v Rw v  � (4)

где T — знак транспонирования. Это решение можно 
записать с использованием псевдообратной матрицы 
R+ [23]:
w = R+v.� (5)

В частном случае, когда исходная матрица R ква-
дратная и  невырожденная, псевдообратная матрица 
совпадает с обратной R+ = R−1. В общем случае, ког-
да число экспериментальных точек не  равно числу 
искомых частот стадий, матрица R имеет неполный 
ранг. Тогда, если произведение матриц RTR не  вы-
рождено, то

T 1 T( ) ,+ -=R R R R � (6)

где RT — транспонированная матрица. Если и произ-
ведение RTR имеет неполный ранг, то

T 1 T
0

lim ( ) ,+ -
δ→

= + δR R R E R � (7)

где E — единичная матрица. Проведенные расчеты 
в системах компьютерной алгебры [3, 24] показали, 
что для определения частот стадий достаточно ис-
пользовать формулу (6).

Для сравнения используем и  штрафную функ-
цию — максимум модулей отклонений

( ) max( ( )).f abs= -w Rw v � (8)

Функция (8) является композицией функций max  
и  abs, имеющих изломы, и  ее анализ сложнее, чем 
анализ функции  (4). Минимум функции  (8) можно 
найти, разбив все пространство возможных значений 
вектора w на области гладкости (8), найдя минимум 
в каждой из этих областей и затем выбрав из этих ло-
кальных минимумов глобальный. Очевидно, что точ-
ки минимума функций (4) и (8) различны и этим ми-
нимумам соответствуют разные значения вектора w.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Применим описанный выше метод к  реакциям, 
протекающим по  стадийным схемам, аналогичным 
механизму Вилламовски–Росслера, характеризую-
щимся незатухающими апериодическими (хаотиче-
скими) колебаниями [15–18, 25, 26].

Пример  1. Рассмотрим гомогенную реакцию 
А + 2B → C + D, протекающую по схеме [25]:

1) A + X ↔ 2X, 2) B + X + Y → 2Y + A, 
3) Z + Y → D, 4) A + B → Z + С. � (1.1)

где A,  B,  C,  D  — неключевые реагенты (мо-
гут быть любые); X,  Y,  Z  — ключевые реаген-
ты. По  данной схеме может протекать реакция 
CO + 2NO → N2O + CO2:

1) CO + CO* ↔ 2CO*, 
2) NO + CO* + NO* → 2NO* + CO, 
3) N* + NO* → N2O, 4) CO + NO → N* + CO2.�

(1.2)

Нестационарная кинетическая модель ре-
акций, протекающих по  схемам  (1.1) и  (1.2), 
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в предположении квазистационарности по неключе-
вым реагентам описывается ОДУ

2
1 1 2 ,x w x w x w xy-′ = - -  
2 3 ,y w xy w yz′ = -

3 4 ,z w yz w′ = - + �
(1.3)

где wi, w−i — частоты стадий в прямом и обратном 
направлениях, включающие концентрации неключе-
вых реагентов; х,  y  и  z  — концентрации ключевых 
реагентов X, Y и Z. В [25] показано, что система (1.3) 
демонстрирует хаотические колебания при опреде-
ленных значениях частот стадий и н.у. (рис. 1).
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Рис. 1. Зависимости x(t), y(t), z(t) в реакции А + 2B → C + D, 
описываемой моделью (1.3) при w1 = 3, w−1 = 0.75, w2 = 18, 
w3 = 10, w4 = 1 с−1 и x0 = 0.1, y0 = 0.2; z0 = 0.3

Fig. 1. Dependencies x(t), y(t), z(t) in the reaction 
A + 2B → C + D described by model (1.3) at w1 = 3, w−1 = 0.75, 
w2 = 18, w3 = 10, w4 = 1 s−1, and x0 = 0.1, y0 = 0.2, z0 = 0.3

Значения концентраций ключевых реагентов 
и  скоростей их  изменения, выбранных для расче-
тов в определенные моменты времени из зависимо-
стей x(t), y(t), z(t) (рис. 1), приведены в табл. 1.

Уравнения  (1.3) содержат 5  различных моно-
мов скоростей  1, х, х2, хy, yz. Они образуют матри-
цу R размером 5 × 3n, составленную из троек строк  
[0, x, −х2, −хy, 0], [0, 0, 0, xy, −yz] и  [1, 0, 0, 0, −yz] 
для реагентов X, Y и Z соответственно, вычисленных  
для каждого эксперимента. Результаты реше-
ния  ОЗ  для двух вариантов штрафной функции  (4) 
и (8) приведены в табл. 2.

Таблица 1. Концентрации реагентов и скорости их изменения* 
в реакции А + 2B → C + D, протекающей по схеме (1.1), 
при w1 = 3, w−1 = 0.75, w2 = 18, w3 = 10, w4 = 1, с−1

Table 1. Concentrations of reagents and rates of their change* 
in the reaction A + 2B → C + D, proceeding according 
to scheme (1.1) at w1 = 3, w−1 = 0.75, w2 = 18, w3 = 10, w4 = 1, s−1

t, с
t, s

0 5 10 15 20 25

x, б/р
x, a.u.

0.1000 0.2480 0.1663 1.3908 3.0491 0.0127

y, б/р
y, a.u.

0.2000 1.0100 0.4738 0.0000 0.0000 0.0009

z, б/р
z, a.u.

0.3000 0.5827 0.6112 2.2368 3.3339 1.0031

x′, с−1

x′, s−1 −0.0675 −3.8114 −0.9403 2.7217 2.1732 0.0376

y′, с−1

y′, s−1 −0.2400 −1.3758 −1.4775 0.0000 0.0006 −0.0088

z′, с−1

z′, s−1 0.4000 −4.8852 −1.8960 1.0000 0.9991 0.9910

* �Скорости изменения концентраций реагентов x′, y′, z′  
рассчитаны по уравнениям (1.3).

* �The rates of  change of  reagent concentrations x′,  y′,  z′ 
are calculated using equations (1.3).

Таблица 2. Точность решения обратной задачи для реакции (1.1) в зависимости от штрафной функции

Table 2. Accuracy of the inverse problem (IP) solution for reaction (1.1) depending on the penalty function

Штрафная 
функция

Penalty function

Частоты стадий
Stage frequencies

w1, c−1

w1, s−1
w2, c−1

w2, s−1
w3, c−1

w3, s−1
w4, c−1

w4, s−1
w−1, c−1

w−1, s−1

Точное значение
The exact value

3.00 18.00 10.00 1.00 0.75

(4)

Расчетное значение
Estimated value

3.0008 18.0031 9.9998 0.9998 0.7504

Погрешность, %
Error rate, %

0.0267 0.0172 0.0020 0.0200 0.0533

(8)

Расчетное значение
Estimated value

3.0004 18.0029 9.9989 0.9994 0.7503

Погрешность, %
Error rate, %

0.0133 0.0161 0.0110 0.0600 0.0400
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Как видно из  табл. 2, погрешности определения 
частот стадий описанным выше методом малы при 
обоих способах выбора штрафной функции.

Пример  2. Рассмотрим гетерогенно-каталитиче-
скую реакцию 2NO + CO → N2O + CO2, протекаю-
щую на  платиновых металлах по  стадийной схе-
ме [26]:

1) CO + Q + QCO ↔ 2QCO, 
2) NO + QCO + QN → 2QN + CO2, 
3) QNO + QN → 2Q + N2O, 4) NO + Q → QNO, �

(2.1)

в  которой ключевыми реагентами являются QCO, 
QN, QNO — центры поверхности катализатора, за-
нятые монооксидами углерода и азотом, а также Q — 
свободные центры катализатора. Кратко, без неклю-
чевых реагентов NO, CO, N2O и  CO2, схема  (2.1) 
имеет вид

1) Q + X ↔ 2X, 2) X + Y → 2Y, 
3) Z + Y → 2Q, 4) Q → Z,� (2.2)

для которой кинетическая модель (2) запишется в виде:
2

1 1 2 ,x w xq w x w xy-′ = - -  
2 3 ,y w xy w yz′ = -  

3 4 ,z w yz w q′ = - +  �
(2.3)

где х, y, z и q — безразмерные концентрации ключе-
вых веществ QCO = Х, QN = Y, QNO = Z и свобод-
ных центров Q на поверхности катализатора, причем 
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Рис. 2. Зависимости x(t), y(t), z(t) в реакции 
взаимодействия монооксидов азота и углерода, 
описываемой моделью (2.3), при w1 = 50, w2 = 200, 
w3 = 100, w4 = w−1 = 1 с−1, x0 = y0 = z0 = 0.1

Fig. 2. Dependencies x(t), y(t), z(t) in reaction of interaction 
of nitrogen and carbon monoxides described by model (2.3) 
at w1 = 50, w2 = 200, w3 = 100, w4 = w−1 = 1 s−1, 
x0 = y0 = z0 = 0.1

x + y + z + q = 1 (закон сохранения катализатора). 
Следует отметить, что концентрации ключевых ве-
ществ и свободных центров на поверхности катали-
затора не  могут быть измерены даже современны-
ми физико-химическими методами исследования.  
В  [26] показано, что система ОДУ  (2.3) описывает 
хаотические колебания при определенных значениях 
частот стадий и н.у. (рис. 2).

Значения концентраций реагентов и  скоростей 
их изменения, выбранных для расчетов в определен-
ные моменты времени из зависимостей x(t), y(t), z(t) 
(рис. 2), приведены в табл. 3.

Таблица 3. Концентрации реагентов  
и скорости их изменения в реакции взаимодействия 
монооксидов азота и углерода, протекающей 
по механизму (2.1) при w1 = 50, w2 = 200, w3 = 100, 
w4 = w−1 = 1 с−1

Table 3. Concentrations of reagents  
and rates of their change in the reaction of interaction  
of nitrogen and carbon monoxides, proceeding according 
to mechanism (2.1) at w1 = 50, w2 = 200, w3 = 100, 
w4 = w−1 = 1 s−1

t, с
t, s

0 1 2 3 4 5

x, б/р

x, a.u.
0.1000 0.0000 0.3869 0.4011 0.0000 0.0002

y, б/р

y, a.u.
0.1000 0.3701 0.1965 0.0047 0.0044 0.0640

z, б/р

z, a.u.
0.1000 0.0156 0.2543 0.2714 0.1935 0.0787

x′, с−1

x′, s−1
1.4900 −0.0001 −12.2097 5.9310 0.0018 0.0057

y′, с−1

y′, s−1
1.0000 −0.5788 10.2050 0.2518 −0.0853 −0.5017

z′, с−1

z′, s−1
−0.3000 0.0353 −4.8335 0.1940 0.7167 0.3530

Уравнения  (2.3) cодержат 5  различных моно-
мов скоростей хq, хy, yz, q, х2. Они образуют матри-
цу R размером 5 × 3n, составленную из троек строк 
[хq, -хy, 0, 0, –х2], [0, xy, -yz, 0, 0] и [0, 0, -yz, q, 0] 
для реагентов  X, Y  и Z  соответственно, вычис-
ленных для каждого эксперимента. Решение 
ОЗ  для штрафных функций  (4) и  (8) приведено  
в табл. 4.
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Как видно из  табл. 4, погрешности определения 
частот стадий для обоих вариантов штрафных функ-
ций  (4), (8) достаточно малы. Найденные значения 
частот стадий при разных штрафных функциях прак-
тически одинаковы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен метод решения обратной кинетической 
задачи для реакций, протекающих по  механизмам 
с хаотической динамикой. Метод основан на исполь-
зовании экспериментально измеренных значений 
концентраций реагентов и скоростей их изменения. 
Основное отличие метода от известных ранее мето-
дов состоит в  выделении различных мономов ско-
ростей стадий и  способе формировании матрицы 
экспериментальных данных. Проведенный анализ 
показал, что описанный метод позволяет с высокой 
точностью определить частоты стадий для реакций, 
протекающих по  механизмам с  динамикой любой 
сложности (монотонной, немонотонной, периодиче-
ской и хаотической).
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Таблица 4. Зависимость точности решения обратной задачи от выбора штрафной функции для реакции взаимодействия 
монооксидов азота и углерода, протекающей по схеме (2.1)

Table 4. Dependence of the IP solution accuracy on the choice of the penalty function for the reaction of interaction of nitrogen  
and carbon monoxides, proceeding according to scheme (2.1)

Штрафная 
функция

Penalty function

Частоты стадий
Stage frequencies

w1, c−1

w1, s−1
w2, c−1

w2, s−1
w3, c−1

w3, s−1
w4, c−1

w4, s−1
w−1, c−1

w−1, s−1

Точное значение
The exact value

50.00 200 100 1 1

(4)

Расчетное значение
Estimated value

49.9728 199.9172 99.9609 1.0020 0.9986

Погрешность, %
Error rate, %

0.0544 0.0414 0.0391 0.2000 0.1400

(8)

Расчетное значение
Estimated value

49.9533 199.9042 99.9130 1.0085 0.9953

Погрешность, %
Error rate, %

0.0934 0.0479 0.0870 0.8500 0.4700
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