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Введение

Исторически сложилось так, что наиболее распро-
страненной на практике моделью теплопроводности в 
недеформированных телах явилось линейное гради-
ентное соотношение Фурье  . 
Вместе с уравнением энергии для изотропных твер-

дых тел  закон Фурье 
приводит к уравнению параболического типа для не-
стационарного теплопереноса вида

,(1)

и соответствующим для (1) краевым задачам с на-
чальным и граничным условиями:

                                  (2)

                 (3) 

Здесь D – конечная или частично ограниченная 
выпуклая область изменения , S – кусоч-
но-гладкая поверхность, ограничивающая область  
D,  – внешняя нормаль к S (вектор, непрерывный 
в точках S),  – цилиндрическая 
область в фазовом пространстве   с осно-
ванием D  при t = 0. Входящие в (1)–(3) параметры – 
теплофизические характеристики среды, постоянные ве-
личины в интервале температур, не выходящих за точки 
перехода [1, 2]. Краевые функции в (1)–(3) принадлежат 
классу функций , 

, искомое решение  
; ,  

.

Авторами [1] развита серия аналитических ме-
тодов нахождения точных решений краевых задач 



75Тонкие химические технологии / Fine Chemical Technologies 2016 том 11 № 2

Э.М. Карташов,  И.В. Антонова

(1)–(3), в частности, в виде следующего интегрального представления при временных и пространственных 
неоднородностях в исходной постановке задачи: 

                                     (4)

Здесь   – функция Грина для 
данной области как решение более простой зада-
чи для однородного уравнения (1) с однородны-
ми граничными условиями того же типа, что и (3):

                 (5)

      (6)

           (7) 

Для ограниченных областей  канонического 
типа функция Грина G имеет вид:

                                                           (8)

где  и  – собственные функции и собствен-
ные значения соответствующей для (1)–(3) однород-
ной задачи

            (9)

– квадрат нормы собственных 

функций.
Здесь δ(z) – дельта-функция Дирака. На основе 

решения спектральных задач (9)  в [1–3] разработаны 
Таблицы Карташова (термин, устоявшийся в научной 
и учебной литературе), позволяющие по достаточно 
простой схеме выписать точное аналитическое ре-
шение тепловой задачи (1)–(3) в декартовой, цилин-
дрической и сферической системах координат в виде 
рядов Фурье – Ханкеля с улучшенной сходимостью 
вплоть до границы области, что весьма удобно для 
инженерных расчетов при определении теплофи-
зических характеристик материалов, определении 
времени прогрева образцов, установлении времени 
перехода к стационарной фазе при нагревании или 
охлаждении и т.д. 

Несмотря на некоторые парадоксы при исполь-
зовании модельных представлений (1)–(4) (отсут-
ствие инерционности процесса теплопроводности 
в законе Фурье и, как следствие, вытекающий из 
(4) вывод о бесконечной скорости распространения 
теплоты; сингулярный характер теплового потока и 
скорости движения изотерм в области x > 0, t > 0  при 

, ), последнее не ограничивает область 
применения краевых задач (1)–(3) как предмет прак-
тически необозримого числа исследований, охваты-

вающих все новые содержательные математические 
объекты и все большее число самых разнообразных 
аналитических методов, дающих точные аналитиче-
ские решения задач (1)–(3) [1–3].

Начиная с 30-х годов XX в. развиваются иссле-
дования, связанные с изучением распространения 
теплоты в жидкостях, газах и твердых телах с ко-
нечной скоростью ([4] и ссылки в [4]). В 1940 г. Л. 
Тисса и в 1941 г. независимо от него Л. Ландау ука-
зали на возможность существования конечной ско-
рости распространения теплоты в жидком гелии 
II (что получило название второго звука – B3). Эти 
исследования продолжили В. Пешков (1946 г.), пока-
завший, что B3 может существовать в чистых твер-
дых телах (было обнаружено, что в кристаллах при  

 м/с), Г. Уард и Г. Уилкс (1952 
г.), которые предложили формулу для оценки  в 
твердых телах через измеримые макроскопические 
параметры (  в кристаллах, в металлах,   – 

скорость звука); Р. Дингл (1952 г.) изучал распростра-
нение теплоты в диэлектриках, сверхпроводниках и 
ферромагнетиках, Ф. Лондон (1954 г.) – в металлах 
и стеклах, С. Акерман, В. Бертман, Н. Фейербенк, Р. 
Гюйе (1966 г.) – в кристаллическом гелии; М. Честер 
(1963 г.) рассмотрел второй звук в твердых телах с 
макроскопической точки зрения и указал на необ-
ходимость наличия в уравнении переноса теплоты 
слагаемого, содержащего скорость , на основе 
результатов Максвелла – первого, кто ввел инерци-
онность в уравнения переноса – и Каттанео, пред-
ложившего версию закона Фурье с релаксационным 
членом теплового потока. В 1965 г. С. Калиски [5] 
установил обобщенный закон теплопроводности, 
введя в принцип Онзагера характеристику скорости 
изменения теплового потока – тепловую инерцию. 
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Практически одновременно (1965 г.) и независимо для 
изотропных тел обобщенный закон тепло- и массопере-
носа установил А.В. Лыков [3] как гипотезу о конечных 
скоростях распространения теплоты и массы для тепло- 
и влагопереноса в капиллярно-пористых телах. 

Обобщенную систему уравнений Онзангера за-
пишем в виде

где  поток субстанции (теплоты, массы и 
т.д.) в области  D при термодинами-
ческие движущие силы (градиенты температуры, 
концентрации и т.д.);  кинетические коэф-
фициенты (постоянные феноменологические коэф-
фициенты переноса). Если пренебречь производной 
по времени от движущей силы , а также считать, 
что вектору плотности теплового 
потока, и при этом  
(теплопроводность среды) ( ), то приходим к 
следующему обобщенному закону теплопроводно-
сти твердых тел 

             (10)

где  – время релаксации теплового потока, связанное 
со скоростью распространения теплоты соотношени-

ем . Для металлов с; для 
аморфных тел типа неорганического стекла и полимеров, 
имеющих сложную структуру, с (для 
неорганического стекла с, для органическо-
го стекла с); для азота с; опытное 
измерение  во многих случаях не представляется 
возможным. Скорость распространения теплоты для 
стали  м/с (скорость распространения звука 

 м/с); для алюминия  м/с (  
м/с); для неорганического стекла  м/с 
(  м/с); для азота   м/с и для га-
зов в условиях разряженного сверхзвукового потока 
влияние конечной скорости распространения тепло-
ты на теплообмен становится заметным. Подобное 
влияние может проявляться также при очень низких 
температурах (например, в жидком гелии   м/с 
при ) и даже при обычных температурах 
в твердых телах, когда в нестационарном процессе 
рассматривается малый период времени [6]. Уравне-
ние энергии для изотропных твердых тел и соотно-
шение (10) приводит к уравнению теплопроводности 
гиперболического типа:

                                                           (11)

и соответствующим краевым задачам теплопрово-
дности для уравнения (11) обобщенного вида. 

Уравнение (11) было также получено А.С. Пред-
водителевым, но исходя из иных представлений, а 
именно – из анализа скоростей перемещения изотер-
мических поверхностей с использованием представ-
ления Римана, т.е. при полном отказе от релаксаци-
онной формулы (10). 

Систематические публикации по гиперболиче-
ским моделям переноса можно отнести к концу 60-х 
годов прошлого столетия. Авторы [6] выполнили одну 
из первых работ, используя модельные представления 
для уравнения (11) для описания тепловой реакции 
T(z, t) упругого полупространства ,  при тем-
пературном нагреве его границы (граничные условия 
1 рода). Проанализировав аналитическое решение 
аналогичной задачи при граничной температуре 

,        (

функция Хевисайда), А.В. Лыков дал обоснование 
физического смысла конечной скорости распростра-
нения теплоты, представляющей собой производ-
ную во времени от глубины проникновения теплоты. 
Обобщенные задачи переноса значительно отлича-
ются от классических (1)–(3), являясь более слож-

ными при нахождении аналитических решений этих 
задач. Отсюда весьма незначительные успехи в на-
хождении точных аналитических решений краевых 
задач для уравнения (11) и в основном для полуогра-
ниченной области ,  (в основной постанов-
ке) при постоянных граничных функциях и нулевых 
граничных условиях [7, 8]. Для областей канониче-
ского типа (бесконечная пластина, цилиндр сплош-
ной или полый, шар сплошной или полый и т.д.) точ-
ные решения гиперболических моделей переноса до 
сих пор неизвестны и данная проблема по существу 
остается открытой, включая вопросы корректной по-
становки краевых задач для уравнений гиперболиче-
ского типа. Всем этим вопросам и посвящена насто-
ящая публикация.  

1. Краевые условия для гиперболического 
уравнения теплопроводности. Для уравнения (11) 
начальные условия могут быть записаны в виде 
функций общего вида

                              (12)

                                                                   (13)
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В зависимости от вида граничных условий для 
уравнения (11) могут быть рассмотрены:

1-я краевая задача (граничные условия 1 рода)

;                            (14)

2-я краевая задача (обобщенное граничное усло-
вие 2 рода)

  (15)

3-я краевая задача (обобщенное граничное усло-
вие 3 рода)

.    (16)

Функции, входящие в (12)–(16), принадлежат 

классу функций ; ;  
; ; искомое реше-

ние .
Обобщенные граничные условия (15)–(16) за-

писаны в дифференциальной форме, допускающей 
иную – интегральную форму записи. Последнее воз-
можно лишь при выполнении определенных усло-
вий, накладываемых на краевые функции в (12)–(16). 
Так, для случая (15) можно записать эквивалентное 
граничное условие 2 рода

 ,      (17)

при выполнении равенства , . 
Для условия (16) имеем эквивалентную интеграль-
ную форму записи:

                                                                         (18)

если выполняется условие , .

2. Аналитические решения. Граничные усло-
вия 2 и 3 родов в виде (основных) (15)–(16) показы-
вает, что для второй и третьей краевых задач соот-
ветствующие спектральные задачи решены быть не 
могут, а значит не могут быть применены разрабо-
танные на основе решения этих задач Таблицы Кар-
ташова интегральных преобразований Фурье – Хан-
келя (в декартовой, цилиндрической и сферической 
системах координат) при нахождении аналитических 
решений. Поэтому до сих пор не найдены точные 
аналитические решения второй, третьей и смешан-
ных краевых задач для областей канонического типа. 

 Рассмотрим одну из таких задач прикладной 
термомеханики, представляющей интерес для тео-
рии теплового удара [2]. Имеется плоскопараллель-
ный упругий однородный изотропный слой конечной 
толщины l при свободных от напряжениях границах, 
занимающий в декартовых координатах область 

 Через поверхность слоя  
осуществляется теплообмен с внешней средой, тем-
пература которой изменяется в начальный момент 
времени от  до  (  ), оставаясь в дальней-
шем постоянной, а поверхность  поддерживает-
ся при температуре . При  температура слоя 
равна , и скорость нагрева предполагается равной 
нулю. Математическую модель задачи для уравнения 
(11) относительно температурной функции   
(при отсутствии внутренних источников) запишем в 
безразмерных переменных, полагая:

  

Имеем следующую гиперболическую модель 
нестационарной теплопроводности:   

                                                         

                     (19)

                                                                      

                                  (20)  

                                                       (21)

               (22)  

В пространстве изображений по Лапласу 

 решение задачи (19)–

(22) имеет вид:

                        (23)

где  Выражения типа (23) являются 
типичными изображениями для гиперболических 
моделей переноса после применения к (19)–(22) пре-
образования Лапласа. Переход к оригиналу в (23) 
связан с длительными преобразованиями, поэтому 
остановимся лишь на главных моментах перехода. 
Используя соотношение [1] 
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преобразуем выражение (23) к виду  

                                                (24)

где  

Оригинал выражения  
 

находится с использованием следующих соотношений операционного исчисления:

     

 

Таким образом:

                                                  (25)

Здесь:  функция Бесселя первого рода, нулевого порядка;  полиномы Лагерра.
Оригинал выражения

записывается следующим образом:

.                                                                         (26)

Здесь:  – модифицированная функция Бес-
селя. Теперь, имея (25) и (26), по теореме о свертке 
находим точное решение задачи (19)–(22) в виде:

          (27)
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Однако решение (27) может иметь и другую 
функциональную конструкцию, и здесь отчетливо 
проявляются особенности гиперболических моделей 
переноса.

Остановимся кратко на этом вопросе.
Знаменатель функции (23), записанной в виде 

 ,                   (28)

в плоскости p имеет бесчисленное множе-
ство нулей (полюсов), определяемых урав-
нением , откуда 

  при этом

,      значение

 также является полюсом функции (28), а числа   
представляют собой корни уравнения

 .                    (29)

Пользуясь теоремой разложения Ващенко–За-
харченко [1] в виде

после длительных преобразований находим ориги-
нал изображения (28) – точное аналитическое реше-
ние задачи (19)–(22) в форме, отличной от (26):

                                                                   (30)

                                                              (31)

где  
Применяя изложенные подходы, можно полу-

чить точные аналитические решения тепловых задач 
для уравнения (11) в области  с гранич-
ными условиями любого рода. Однако, если уравне-
ние (11) и краевые условия (12)–(18) содержат времен-
ные и пространственные неоднородности достаточно 
общего вида, технические трудности на пути решения 
могут стать непреодолимыми. Этих трудностей можно 

избежать, если объединить метод функции Грина для 
гиперболических моделей переноса с операционным 
(что означает первоначальное нахождение соответству-
ющей функции Грина – более простой задачи, а затем 
искомого решения через его интегральное представле-
ние-аналог (4)–(8), но для уравнения (11)). Этот метод 
разработан автором в [9]. Так, в случае первой кра-
евой задачи в (14) или второй краевой задачи в (15) 
функция Грина  имеет вид:

где  и  – собственные функции и собствен-
ные значения спектральной задачи (9) соответствен-
но граничным условиям первого или второго рода. 
Имея результат (31) и интегральное соотношение в 
[9], нетрудно записать аналитическое решение урав-
нения (11) с краевыми условиями достаточно общего 
вида. Заметим, что результаты (26), (30), (31) пред-
ставлены в печати, по-видимому, впервые.

Приведенные соотношения наглядно демон-
стрируют трудности нахождения аналитических ре-
шений гиперболических моделей переноса, и в этом 
отношении предстоит большая работа по развитию 
соответствующего направления аналитической тео-
рии теплопроводности твердых тел.

Выводы

Изложены принципиально новые результаты 
аналитической теории теплопроводности твердых 
тел, относящиеся к гиперболическим моделям пе-
реноса. Показано, что метод функции Грина в соче-

тании с операционным позволяют получить точные 
аналитические решения задач в интегральной фор-
ме, содержащей все неоднородности в исходной по-
становке задачи.
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