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Развита математическая теория построения интегральных преобразований в частично 
ограниченной области с радиальным потоком теплоты – массивное тело, ограниченное изну-
три цилиндрической полостью. Построены: интегральное преобразование, изображение опе-
ратора в правой части уравнения нестационарной теплопроводности, формула обращения 
для изображения искомой функции. Предложенный подход выгодным образом отличается от 
классической теории дифференциальных уравнений математической физики построения 
обобщенных интегральных преобразований, основанной на собственных функциях соответ-
ствующих сингулярных задач Штурма–Лиувилля. Развитый метод основан на операционном 
решении исходных краевых задач нестационарной теплопроводности с начальной функцией 
общего вида L2(r0,∞), принадлежащей облаcти r > ro, и однородными граничными условиями и 
связан с вычислением контурных интегралов Римана–Меллина от изображений, содержащих 
различные комбинации модифицированных функций Бесселя. Одновременно, для указанной 
выше области развит метод функций Грина путем построения интегральных представле-
ний аналитических решений первой, второй и третьей краевых задач через неоднородности 
в исходной постановке задачи (краевые условия, функция источника в исходном уравнении). 
Сформулированы математические модели для нахождения соответствующих функций 
Грина и с помощью развитой теории интегральных преобразований выписаны функциональ-
ные соотношения всех трех функций Грина, входящих в представленную интегральную фор-
мулу. Построенные в статье функциональные соотношения могут быть использованы при 
рассмотрении многочисленных частных случаев практической теплофизики. Приведены 
конкретные возможные приложения представленных результатов во многих областях 
науки и техники. 

Ключевые слова: краевые задачи, интегральные преобразования, частично огра-
ниченная область, функции Грина.
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Интегральное преобразование в частично ограниченной области с радиальным потоком теплоты

A mathematical theory is developed for constructing integral transformations in a partially 
bounded region with a radial heat flow — a massive body bounded from the inside by a cylindrical 
cavity. Constructed: an integral transformation, the image of the operator on the right side of the 
equation of unsteady heat conduction, the inversion formula for the image of the desired function. 
The proposed approach favorably differs from the classical theory of differential equations of 
mathematical physics for the construction of generalized integral transformations based on the 
eigenfunctions of the corresponding singular Sturm-Liouville problems. The developed method is 
based on the operational solution of the initial boundary problems of unsteady heat conduction 
with an initial function of a general form L2(r0,∞) belonging to the r > r0 region and homogeneous 
boundary conditions and is associated with the calculation of the Riemann-Mellin contour integrals 
from images containing various combinations of modified Bessel functions. At the same time, for 
the above-mentioned region, the method of Green's functions was developed by constructing 
integral representations of analytical solutions of the first, second and third boundary value 
problems through inhomogeneities in the initial formulation of the problem (boundary conditions, 
source function in the initial equation). Mathematical models for finding the corresponding 
Green's functions are formulated, and functional relations of all three Green functions included 
in the presented integral formula are written out with the help of the developed theory of integral 
transformations. The functional relations constructed in the article can be used when considering 
numerous special cases of practical thermal physics. The specific possible applications of the 
presented results in many areas of science and technology are given.

Keywords: boundary value problems, integral transformations, partially bounded area, Green 
functions.

Метод интегральных преобразований, основы ко-
торого были заложены в середине прошлого столетия 
в трудах Г.А. Гринберга, Н.С. Кошлякова, А.В. Лыкова 
(ссылки в [1]) при решении краевых задач нестацио-
нарной теплопроводности и родственных явлений 
в областях канонического типа (пластина, цилиндр, 
шар), в последующие годы получил дальнейшее раз-
витие в теоретическом [2, 3] и прикладном отноше-
ниях [4–6]. Несмотря на достигнутые результаты в 
этой области, ряд вопросов остаются еще открытыми 
и требуют дальнейшего рассмотрения. Один из них – 
построение интегральных преобразований и формул 
обращений для них для уравнения параболического 
типа в области с радиальным пото-
ком теплоты . 

Исследование тепловой реакции на нагрев или 
охлаждение массивного тела с внутренней цилин-
дрической полостью – важный результат для мно-
гих приложений, в частности, при изучении темпе-
ратурного режима в стволе нефтяной скважины и 
зоны оттаивания окружающих многолетнемерзлых 
пород для диагностики состояния скважин и выбора 
оптимального режима их эксплуатации; при расчете 
периодически изменяющихся температур (и соот-
ветствующих термических напряжений) в стенках 
цилиндров паровых машин и двигателей внутренне-
го сгорания; в теории волноводов при исследовании 
влияния величины изменения поперечного сечения 
цилиндрического проводника на температурную 
волну в окружающем пространстве; при изучении 
распространения теплоты от проложенных в земле 
кабелей и труб; при изучении режима охлаждения 
шахт и т. д. (ссылки в [7]). Несмотря на практиче-

скую важность в теплофизике, область указанной 
формы начали изучать сравнительно недавно, и к 
настоящему времени соответствующий математиче-
ский аппарат в теории интегральных преобразований 
развит совершенно недостаточно. Отдельные про-
стейшие случаи при постоянных условиях нагрева 
изучал Николсон, однако его аргументацию нельзя 
считать безупречной; Титчмарш использовал ин-
теграл Фурье-Ханкеля для первой краевой задачи; 
Смит применил метод контурных интегралов для по-
стоянных условий первой краевой задачи; Фатыхов 
и Смирнов использовали обобщенное интегральное 
преобразование Вебера для второй краевой задачи 
(ссылки в [8]); Аттетков и Волков анализировали 
собственные функции сингулярной задачи Штур-
ма-Лиувилля для построения теории при решении 
третьей краевой задачи [9]; Карташов рассмотрел те-
орию интегральных преобразований для обобщенно-
го уравнения нестационарной теплопроводности в Ω 
(пластина, цилиндр, шар) [10], однако результат ав-
тора для третьей краевой задачи требует уточнения. 

Специфика рассматриваемой проблемы заклю-
чается, с одной стороны, в относительной простоте 
исходных математических моделей, с другой – вы-
числительными трудностями реализации принятой 
схемы достижения необходимого результата, и при 
этом – очевидностью практической значимости при-
менения полученных соотношений. Ниже предлага-
ется новый подход в развитии теории интегральных 
преобразований в Ω, основанный на предваритель-
ном нахождении операционного решения исходной 
задачи с неоднородной начальной функцией и од-
нородными граничными условиями. При этом зна-
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чительно сокращаются вычислительные затраты по 
сравнению с подходами на основе представлений 
классических дифференциальных уравнений мате-
матической физики [2, 3]. 

1. Первая краевая задача 

Развиваемый подход вначале подробно рас-
смотрим для первой краевой задачи вида:

                                                                                            (1)

                                                                       (2)

                                                                                                                                                        (3)

                                                                                                                                                 (4)

В пространстве изображений по Лапласу  решение преобразованной задачи (1)–(4) 

                                                                                                                     (5)

                                                                                                                                (6) 

запишем в виде: 

   
                    

                                                                                        (7)

где  – модифицированные функции Бес-
селя. Для нахождения оригинала изображения (7) 
используем теорему обращения в виде контурного 
интеграла Римана–Меллина [1]:

.    (8)

Подынтегральная функция в (8) имеет при 
p = 0 точку ветвления, и поэтому при вычислении 
интеграла (8) следует воспользоваться контуром на 
рисунке, приведенном справа. В этом контуре у 
подынтегральной функции нет нулей, условия лем-
мы Жордано выполняются, и поэтому интеграл (8) 
можно заменить суммой интегралов по СD, ЕF и по 
небольшой окружности с центром в начале координат. Наличие точки ветвления в начале координат.

При вычислении интеграла используем соотношения [8]:

 

где  функции Бесселя.



92 Тонкие химические технологии / Fine Chemical Technologies 2018 том 13 № 6

Интегральное преобразование в частично ограниченной области с радиальным потоком теплоты

После ряда вычислений получаем соотношение:

                                                                                              (9)

где                                                                                                              (10)

При t = 0 из (9) находим:

                                                                                                 (11) 

Полученное соотношение (11) можно записать в виде:

если                                                                                                                                 (12)

то    .                                                                                                                          (13)

Таким образом, на основании соотношений (12)–(13) можно сделать вывод: построено интегральное пре-
образование функции  

                                                                                                                                  (14)

с формулой обращения

 .                                                                                                                   (15)

При этом изображение оператора справа в (1) имеет вид:

                                                                                                   (16)

2. Вторая краевая задача 

Операционное решение второй краевой задачи

                                                                                                                              (17) 
            

                                                                                                                                               (18)

,                                                                                                                                                  (19) 
                    

                                                                                                                                                (20)
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имеет вид                   

 

Повторяя приведенную выше схему вычислений, приходим к интегральному преобразованию функции   
 для второй краевой задачи

                                                                                                                                    (21)

с формулой обращения 

                                                                                                                            (22)
 

При этом

                                                                                               (23)

3. Третья краевая задача

 Операционное решение третьей краевой задачи

,                                                                                                                             (24)          
                   

                                                                                                                                               (25) 
             

                                                                                                                                 (26) 
                               

                                                                                                                                               (27)

имеет вид

.

Повторяя предыдущую схему рассуждений, находим интегральное преобразование функции в слу-
чае третьей краевой задачи:

                                                                                                                                   (28)                      
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формула обращения имеет вид

                                                                    (29)

при этом 

                                                                             (30)

Приведенными интегральными соотношениями можно пользоваться при условии, если f(r) – функция с 

ограниченным изменением в окрестности точки r и интеграл абсолютно сходится.

Следующий этап исследований – запись интегральных соотношений для аналитических решений краевых 
задач вида  

                                                                                                                (31)

                                                                                                                                              (32)

                                                                                                             (33)

                                                                                                                                                (34)

Соотношение (33) содержит все три граничных условия при соответствующих значениях коэффициентов 
 Используя подход, развитый автором в [1], приходим к искомому соотношению 

вида 

                                                                                                                                             (35)

где G(r, r', τ) – функция Грина соответствующей краевой задачи в (31)–(34), удовлетворяющая условиям:

                                                                                                                             (36)

                                                                                                                         (37)

                                                                                                                                       (38)

                                                                                                                                          (39)

Развитая теория интегральных преобразований позволяет вывести все функции Грина на основе решения 
задачи (36)–(39):
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функция Грина первой краевой задачи   

                                                                                              (40)

функция Грина второй краевой задачи     

                                                                                          (41)

функция Грина третьей краевой задачи      

                                                          (42)

где  приведены выше.

Предложенные соотношения (35), (40)–(42) – новые 
результаты в аналитической теории нестационарного те-
плопереноса, практическая значимость которых очевид-
на. Они могут быть использованы в численных экспери-
ментах для многих частных случаев краевых функций в 
(31)–(34): импульсных, пульсирующих, периодических, 
апериодических, кусочно-постоянных и т. д. Разумеется, 
эти соображения не исключают прямого применения 
развитой теории интегральных преобразований, а толь-
ко дополняют представленный математический аппарат 
для всестороннего изучения указанной выше области Ω.

Выводы

Развит новый математический подход постро-
ения интегральных преобразований и формул об-
ращения для них в области, ограниченной изнутри 
цилиндрической полостью. Развит метод функций 
Грина, предложены интегральные соотношения 
для аналитических решений краевых задач неста-
ционарного теплопереноса, содержащие много-
численные частные случаи практической тепло-
физики.
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