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Рассмотрены практически важные задачи нестационарной теплопроводности для гипер-
болических моделей переноса. Развит аналитический подход, основанный на контурном 
интегрировании операционных решений гиперболических моделей, приводящий к новым ин-
тегральным соотношениям, удобным для численных экспериментов. Показана эквивалент-
ность новых функциональных конструкций и известных аналитических решений данного 
класса задач. На основе полученных соотношений описан волновой характер нестационар-
ной теплопроводности с учетом конечной скорости распространения теплоты; рассчитаны 
скачки на фронте тепловой волны. Предложенный подход дает эффективные результаты 
при исследовании тепловой реакции на нагрев или охлаждение областей, ограниченных изну-
три плоской поверхностью, либо цилиндрической полостью, либо сферической поверхностью.
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Practically important problems of non-stationary heat conduction for hyperbolic transport models 
are considered. An analytical approach based on contour integration of operational solutions of 
hyperbolic models is developed. This leads to new integral relationships convenient for numerical 
experiments. The equivalence of new functional constructions and known analytical solutions of 
this class of problems is shown. On the basis of the obtained relations, the wave character of 
the nonstationary thermal conductivity is described taking into account the finite velocity of heat 
propagation. The jumps at the front of the heat wave are calculated. The proposed approach 
gives effective results when studying the thermal reaction to heating or cooling regions bounded 
from within by a flat surface, either a cylindrical cavity or a spherical surface.
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Аналитические решения гиперболических моделей нестационарной теплопроводности

Введение

Теория процессов переноса в системах 
 , не находящихся в 

состоянии термодинамического равновесия, объ-
единяет такие разнообразные явления, как тепло-

проводность, диффузию, электропроводность, по-
глощение звуковых волн и др.

Для этих явлений термодинамика необратимых 
процессов основана на обобщенной системе уравнений 
Онзагера для потоков субстанций  (теплоты, 
массы и др.), имеющей для изотропной среды вид [1]:

                                                                              (1)

где термодинамические движущие силы 
(градиент температуры, концентрация и др.), 

постоянные феноменологические коэф-
фициенты переноса ( ). Если пренебречь про-
изводной по времени от движущей силы и положить     

(вектор плотности теплового пото-
ка),   (T(M,t) –  температура),  

 (теплопроводность), , то (1) приво-

дит к линейному градиентному соотношению Фу-
рье исторически наиболее 
распространенной на практике модели теплопрово-
дности в недеформируемых твердых телах. Вместе 
с уравнением энергии для изотропных твердых тел с 

закон  Фурье приво-

дит к уравнению параболического типа для нестаци-
онарного теплопереноса вида:
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получения от элементарного обьема тела к соседним 
элементам. За время этой задержки τr – время тепло-
вой релаксации – происходит уменьшение потока 
тепловой энергии на указанную величину. Поэтому 
τr является мерой инерции теплового потока и свя-
зано со скоростью распространения теплоты соотно-
шением  (a – температуропроводность). 
Соотношение (5) получило название: гипотеза Мак-
свелла-Каттанео-Лыкова-Вернотта. Последнее было 
проверено экспериментально. Так, результаты иссле-

дований термических переходных процессов в рамках 
гипотезы (5), проведенных в работах Хервига и Бе-
керта [5], по зарегистрированному Митра с сотр. тер-
мическому переходному процессу в ряде твердых тел, 
подтвердили реальность явления тепловой релакса-
ции. Кирсанов Ю.А. с сотр. экспериментально изме-
рили время тепловой релаксации ПММА:  [4] 
(позже величина τr была уточнена:  
Уравнение энергии и соотношение (5) приводят к 
уравнению переноса гиперболического типа:

ний Фурье-Ханкеля с улучшением сходимости рядов 
до абсолютной и равномерной вплоть до границы 
области в аналитических решениях задач. Существу-
ет еще одна особенность указанного класса модель-
ных представлений. Имеющая место громоздкость 
в аналитической записи найденных ранее опера-
ционным методом решений для ряда практических 
случаев может быть существенно упрощена за счет 
специальных преобразований, приводящих к новым 
аналитическим соотношениям, неизвестным ранее. 
Этим вопросам посвящена настоящая публикация.

Новые соотношения для аналитических 
решений гиперболических моделей переноса 

Предлагаемый подход рассмотрим на приме-
ре нагрева однородного изотропного стержня z ≥ 0, 
первоначально находящегося при начальной темпе-
ратуре T0. Граничная поверхность стержня z = 0 при 
t > 0 находится в условиях либо температурного на-
грева температуры Tc (температурное поле стержня 
T1(z,t)), либо теплового нагрева потоком теплоты q0 
(температурное поле стержня T2(z,t)), либо нагрева 
средой температуры Tc (температурное поле стержня 
T3(z,t)). Эти случаи для указанной области представ-
ляют практический интерес в вопросах исследова-
ния нестационарного характера теплового слоя при 
пузырьковом кипении и турбулентного теплопере-
носа с помощью модели проникания [5]. При запи-
си соответствующих моделей необходимо принять 
во внимание корректную формулировку граничных 
условий, рассмотренных автором в [6]. Соответству-
ющие модели имеют вид:
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 Вначале воспользуемся известными соотношениями Карслоу и Егера [7] для записи оригинала (20):
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Продифференцируем обе части (26) по τ :
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На рис. 4 приведены кривые изменения функций (34)–
(35) со временем. Функция Ψ(τ) достигает в точке τ = 2.12 
максимума, равного 0.33. Исходя из этого, для верхнего 
предела потока теплоты на границе можно записать:

                                 (36)

Рис. 4. Поток теплоты на границе: затухающая волна, рассчитанная по формуле (34);
классическая кривая, рассчитанная по формуле (35).

Таким образом, максимальный поток теплоты 
имеет конечное значение (в отличие от аналогичной 
величины (35) при решении первой краевой задачи 
для области ) и он ограничен физически-
ми свойствами среды и скоростью распространения 
теплоты. Так как механизм теплопроводности в (36) 
ограничивает количество теплоты, отводимой при вы-
нужденной конвекции, то конвективный поток теплоты 
qc должен быть меньше максимального потока (36), то 
есть  Обычно qc выражается как  
(α - коэффициент теплоотдачи). Отсюда и из (36) полу-
чаем: ; переходя к в 
(13) находим . Заметим также, что из рис. 4 
следует, что для τ ≥ 3 функция    
как решение аналогичной классической задачи те-
плопроводности, представляет собой хорошее при-
ближение. К этому следует добавить, что в данной 
статье не ставился вопрос о разграничении времен-

ных интервалов использования решений задач те-
плопроводности для уравнений параболического и 
гиперболического типов. Этому вопросу посвящены 
исследования в [8–11].

Выводы 

Представлены аналитические решения гипер-
болических моделей переноса в виде новых ин-
тегральных соотношений, удобных для числовых 
экспериментов. Доказана эквивалентность новых и 
известных классических решений. Описаны харак-
терные особенности тепловой реакции области на 
нагрев в рамках гиперболических моделей. Метод 
может быть распространен на случаи, когда области 
теплопереноса ограничены изнутри плоской поверх-
ностью, либо цилиндрической полостью, либо сфе-
рической полостью.
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