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Рассматривается вопрос о теплопроводности твердого тела в приближении, в котором дли-
на свободного пробега фононов ограничена и не зависит от температуры, так что темпера-
турное поведение коэффициента теплопроводности определяется только теплоемкостью. 
В этих условиях методом разделения переменных решена задача нестационарной тепло-
проводности цепных структур при низких температурах (T << θ, θ – температура Дебая). 
Рассмотрены решения, относящиеся как к областям с движущимися, так и с фиксирован-
ными границами. Специальный выбор закона движения границы позволил свести исходную 
задачу к задаче с фиксированными границами, но с преобразованным уравнением теплопро-
водности. Полученные результаты могут быть применены для изучения теплопроводности 
кристаллического углерода, существующего в форме карбина (синтетической полимерной 
цепочечной структуры). Найденные решения уравнения нестационарной теплопроводности 
сильно анизотропных кристаллов могут быть использованы также при изучении теплопро-
водности в волокнах из плавленого кварца и в высокоориентированных волокнах полиэтиле-
на. Волокна плавленого кварца имеют неупорядоченную атомную структуру, но непрерыва-
ющуюся сеть кремний–кислородных связей. Эффективные размеры кристаллитов в таком 
веществе того же порядка, что и отдельные тетраэдры двуокиси кремния. Можно полагать, 
что в этом случае длина свободного пробега фононов будет постоянной, ограниченной лишь 
размерами кристаллитов, и уменьшение коэффициента теплопроводности при понижении 
температуры обусловлено только уменьшением теплоемкости. Структура полиэтиле-
на, обладающего высокой степенью кристалличности, имеет почти идеальную структуру 
ламеллярного типа. Границы ламелей рассеивают фононы, причем вероятность рассеяния 
практически не зависит от длины волны фонона, т.е., в данном случае длина свободного про-
бега фонона будет постоянной и определяется размерами ламелей, так что теплопрово-
дность будет пропорциональна теплоемкости.

Ключевые слова: низкие температуры, уравнение нестационарной теплопроводно-
сти, цепные структуры.
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The matter of thermal conductivity is considered in an approximation, in which the free length 
of phonons is limited and doesn't depend on temperature, so that the temperature behavior of 
thermal conductivity coefficient is only determined by thermal capacity. In these conditions the 
problem of non-stationary thermal conductivity of chain structures at low temperatures (T<<θ, 
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θ for Debye temperature) is solved with the use of the variables separation method. Solutions 
relating to the areas with both moving and fixed borders are considered. Special choice of border 
motion law allowed us to bring the initial problem to the problem with fixed borders, but with 
reformed equation of thermal conductivity. The results obtained can be applied for studying 
the thermal conductivity of crystal carbon existing in the form of carbine (synthetic polymeric 
chained structure). The found solutions of the equation of non-stationary thermal conductivity of 
highly anisotropic crystals can also be used while studying thermal conductivity in melted quartz 
fibres and highly oriented fibres of polyethylene. Melted quartz fibres have a disordered atomic 
structure, but with an uninterrupted net of silica-oxygen links. The effective sizes of crystallites 
in such substance are of the same order as those of separate tetrahedrons of silica dioxide. One 
may assume that in this case the free length of phonons remains constant, limited only by the 
size of the crystallites, and the decrease of thermal conductivity coefficient while lowering the 
temperature is caused only by the decrease of heat capacity. Polyethylene of a higher crystallinity 
degree has almost the ideal structure of lamellar type. The borders of lamellas scatter phonons, 
so that the probability of scattering practically doesn't depend on the length of phonon's wave. 
Thus, in this case the free length of phonons won't remain constant and is determined by the size 
of lamellas, so that thermal conductivity will be proportional to heat capacity.apacity.

Keywords: low temperatures, equation of non-stationary thermal conductivity, chain structures.

Введение

Для однородных твердых тел уравнение неста-
ционарной теплопроводности в одномерном случае 
имеет следующий вид:

,                                              (1)

где С(Т) – теплоемкость, ρ(Т) – плотность, χ – коэф-
фициент теплопроводности [1]. Далее зависимостью  
ρ(Т) от температуры (по сравнению с соответствую-
щей зависимостью С(Т) и χ(Т)) будем пренебрегать. 

Уравнение (1) является нелинейным, и в общем 
случае его решение связано с большими трудностя-
ми. Однако в ряде частных случаев, используя раз-
личные приближенные методы, можно получить 
аналитическое решение задач, описываемых этим 
уравнением [2,3].

Представляет научный и практический интерес 
решение уравнение (1) для своеобразных структур 
(тонкие пленки, тонкие стержни) при низких темпе-
ратурах. Это связано с тем, что из-за дискретности 
уровней энергии колебаний при таких температурах 
в тепловых свойствах таких тел играют существен-
ную роль размеры и форма тела [4].

Границей, отделяющей высокие температуры от 
низких, является температура Дебая θ, определяемая 
условием , где  h – постоянная Планка, wm 
– максимальная частота колебаний атомов, k – посто-
янная Больцмана.

В твердых телах переносчиками тепла являются 
частицы и «квазичастицы»: электроны, фононы, экси-
тоны, магноны и др. Далее будем рассматривать ди-
электрики, в которых перенос тепла осуществляется 
только фононами-квантами поля колебаний атомов. 

В этом случае выражение для коэффициента тепло-
проводности, исходя из кинетической теории газов, 
можно представить в следующем виде:

,                                                        (2)

где С(Т) – теплоемкость фононного газа, v – сред-
няя скорость распространения фононов (скорость 
звука), l(T)– средняя длина свободного пробега фо-
нона, которая определяется в основном процессами 
рассеяния фонона на фононах, рассеяния фонона на 
примесях, дефектах кристаллической решетки, по-
верхностью образца [5].

При некоторых условиях величина l не зависит 
от температуры. К примеру, в поликристалле грани-
цы зерен рассеивают фононы, причем вероятность 
рассеяния сложным образом зависит от геометрии, 
но более или менее не зависит от длины волны фо-
нона [6], в таких твердых телах в широком интервале 
температур l постоянная и, следовательно, коэффициент 
теплопроводности пропорционален теплоемкости. Это 
обстоятельство значительно упрощает уравнение (1) 
при высоких температурах (T ˃˃ θ), поскольку в этом 
случае  C = const и

 

где a – коэффициент температуропроводности [1]. 
(Заметим, что для монокристаллов x ~ T-1 [6]).

В области T << θ при понижении температуры 
длина свободного пробега фонона, связанная с фо-
нон-фононным взаимодействием, вскоре становится 
сравнимой со средней длиной свободного пробе-
га при рассеивании фононов на дефектах решетки 
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и примесях или с длиной свободного пробега, ха-
рактеризующей рассеяние фононов поверхностью 
конечного образца. Когда это происходит, длина 
свободного пробега в формуле (2) перестает быть 
величиной, определяемой только фонон-фононным 
взаимодействием, и ее следует заменить темпера-
турно-независимой длиной пробега, определяемой 
пространственным распределением дефектов или же 
размерами образца.

В настоящей работе, полагая независимость l от 
температуры, рассматривается вопрос о нестацио-
нарной теплопроводности цепных структур при низ-
ких температурах (T << θ). Под цепной структурой 
понимаем структуру кристалла, который может быть 
представлен как состоящий из слабо взаимодей-
ствующих параллельных линейных цепочек. Если 
взаимодействие между атомами вдоль отдельной 
цепочки значительно превосходит взаимодействие 
между ними в соседних цепочках, то динамика та-
кого кристалла имеет особенности по сравнению с 
кристаллами без сильной анизотропии во взаимо-
действии атомов. Сильная анизотропия кристалла 
цепной структуры, обусловливающая необычные за-
коны дисперсии колебаний атомов цепей, приводит 
к выделению нескольких интервалов температур со 
специфическими температурными зависимостями 
теплоемкости.

Согласно [7], в температурной области 

 учет волн изгиба приводит в прибли-

жении невзаимодействующих цепей к закону С ~ Т1/2.  
При более низких температурах, когда существенен учет 
взаимодействия между цепями, теплоемкость С ~ Т5/2   

при  при и С ~ Т3 при   

(α, β, µ - модули упругости).

Далее рассмотрим два случая – нестационарную 
теплопроводность цепных структур в условиях с 
фиксированными и подвижными границами.

Результаты и их обсуждение

1. Фиксированные границы
Заметим, что во всех температурных интерва-

лах, обусловленных различным характером диспер-
сии изгибных колебаний, зависимость теплоемкости 
носит степенной характер. Поэтому можно решить 
поставленную задачу в общем виде. Пусть С ~ Тα и, со-

ответственно, χ ~ Тα  (для нашего случая  ). 

Уравнение теплопроводности будет иметь сле-
дующий вид: 

 ,                                                (3)

где А – постоянная. Пусть граничные условия имеют 
следующий вид:

, ,  ,                       (4)

В начальный момент t = 0 дано распределение 
температуры в области , описываемое функ-
цией f0(x) , а именно,

.                                                               (5)

В связи с граничными условиями необходимо 
предположить выполнение условия  

Частные решения уравнения (3) будем искать в виде 
произведения двух функций: . Тогда 
выражение (3) преобразуется к следующему выра-
жению:

                                        (6)  

При этом граничные условия принимают вид

                                                   (7)

Если постоянное значение отношений в (6) по-
ложить равным – γ2, то уравнение (6) разобьется на 
два следующих уравнения:   

,

(его решением является функция   (8)), и 
уравнение 

                                       (9)

Полагая в этом выражении , полу-
чаем линейное уравнение вида:

 

Решением этого уравнения является функция

 

Учитывая граничные условия   
получаем

 

так что параметр γ может принимать лишь значения 
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Полагая  при  , приходим к та-
кой последовательности частных решений:

Общее решение будем искать в виде ряда

                                (10)

коэффициенты которого an находятся из начального 
условия, т.е.

                        (11)

Разложим функции, входящие в это уравнение, в 
ряд Фурье по синусам. Имеем:

,

                                                                                                            (12)

Уравнение (11) с учетом выражений (12) преоб-
разуется к следующему виду:

                     (13)

Умножая слева и справа (13) на  

и интегрируя по x от 0 до a0, получаем систему алгебра-
ических уравнений для нахождения коэффициентов 
an:

                                                         (14)

2. Движущиеся границы
Существуют различные методы решения крае-

вых задач теплопроводности в области с произволь-
но движущейся границей [8–10]. Для решения нашей 
задачи используем функциональное преобразование 
специального вида, основанное на введении подвиж-
ной системы координат, в которой подвижная гра-
ница становится неподвижной. При этом исходное 
уравнение теплопроводности приводится к виду, до-
пускающему применение классического метода раз-
деления переменных [1].

Как и в первом случае, полагаем температурную 
зависимость теплоемкости параметр, 
имеющий различное значение в разных частях тем-
пературного интервала [7]. Также полагаем, 
что температурное поведение коэффициента тепло-
проводности определяется только теплоемкостью,  

 В этих условиях уравнение теплопроводно-
сти имеет следующий вид:

                                                (15)

а граничные условия таковы:

 

где по условию заданная функ-
ция времени.

Начальное условие выберем в виде

Введя новую переменную  преобразуем 
(15) к виду

                  (16)

Функция  удовлетворяет граничным усло-
виям на неподвижных границах:

Далее, вводя новую переменную  где  

С – постоянная, а также полагая  имеем

                  (17)

Точное решение уравнения (17) для произволь-
ного вида  невозможно. Приближенное решение 
может быть найдено, в частности, по теории возму-
щений в случае, если  слабо зависит от времени.

Из выражений (16) и (17) следует, что при специ-
альном выборе , а именно, если f2 линейно зави-
сит от времени, переменные y и t разделяются. Такой 
функцией, в частности, является функция вида



95Тонкие химические технологии / Fine Chemical Technologies 2017 том 12 № 4

В.В. Голодная, Е.С. Савин

                                                              (18)

где t0 – произвольная постоянная. Функция  удов-
летворяет начальному условию  т.е.  

Подставляя (18) в (16) и изменяя начало отсчета 
времени при помощи замены  получаем:

                         (19)  

Представим функцию  в виде произведе-
ния двух функций, одна из которых зависит только от 
времени, а другая – от координаты:

                                                        (20) 

В уравнении (19) с функцией  вида (20) 
переменные разделяются, и мы получаем два урав-
нения для нахождения  и 

                                                           (21)

                                 (22)

Решением временного уравнения (21) является 
функция

                                                        (23)

Уравнение (22) после введения новой перемен-
ной  становится линейным:

                                     (24)

Введение переменных  

приводит уравнение (24) к стандартному виду вы-
рожденного гипергеометрического уравнения:

                  (25)

Согласно [11], его решением является функция

  

где  – постоянные, ɸ(a, b, c)  вырожденная 

гипергеометрическая функция,

Для функции  получаем :

 

Используя граничное условие  так 
что  получаем , и это выражение 
принимает следующий вид:

Коэффициент С3 находится из второго гранично-
го условия 

Поскольку функция являющаяся решени-
ем уравнения (15), должна быть ограниченной функ-
цией для любых значений координат   
то и функция u(y) должна быть ограниченной при 
всех значениях координат  Для этого не-
обходимо, чтобы вырожденная гипергеометрическая 
функция  была полиномом степени  Это 
будет выполняться, если значения первого аргумента   
a функции  отрицательные числа (или нуль). 
Таким образом, должно выполняться следующее ус-
ловие:  

   

Учитывая явный вид a1 получаем

и, следовательно, 

                               (26)

Выражение (26) удобно представить через более 
простую функцию – полином Эрмита [12]:
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Для координатной функции  получаем

                    (27)

Для полной функции  являющейся супер-
позицией частных решений (23) и (27), находим, что

               (28)

где  

Коэффициенты Cn находятся из начального ус-
ловия  

                   (29)

Разложим функции, входящие в уравнение (29), 
в ряд Фурье по синусам. Имеем:

Далее, поступив так же, как и в первом случае, 
для нахождения коэффициентов an получаем систему 
алгебраических уравнений вида (14).

Заключение

Полученные результаты могут быть использо-
ваны также при изучении нестационарной тепло-
проводности в волокнах из плавленого кварца и 
в высокоориентированных волокнах полиэтилена. 
Волокна плавленого кварца имеют неупорядочен-
ную атомную структуру, но непрерывающуюся 
сеть кремний–кислородных связей. Эффектив-
ные размеры кристаллов в таком веществе того 
же порядка, что и отдельные тетраэдры двуокиси 
кремния. Можно полагать, что в этом случае дли-
на свободного пробега фононов будет постоянной, 
ограниченной лишь размерами кристаллитов, и 
уменьшение коэффициента теплопроводности 
при понижении температуры обусловлено только 
уменьшением теплоемкости. Структура полиэти-
лена, обладающего высокой степенью кристал-
личности, имеет почти идеальную структуру ла-
меллярного типа. Границы ламелей рассеивают 
фононы, причем вероятность рассеяния практи-
чески не зависит от длины фонона, т.е. в данном 
случае длина свободного пробега фонона будет 
постоянной и определяется размерами ламелей. 
Следовательно, теплопроводность будет пропор-
циональна теплоемкости.
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